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Anwendung der Ansdelmnngslehre , 
auf die allgemeine Theorie der Kaumkuryen nnd kmmmen Flächen. 

Erster Teil: Raumkiirven. 



Die Schwierigkeiten, welche sich dem Studium der Ausdehnungslehre auch heute noch 
entgegenstellen, beruhen einerseits in der ungewöhnlichen Abstraktheit und Allgemeinheit ihrer 
Untersuchungen; andererseits aber kommt in Betracht, dafs bei der verhältnismäfsig geringen 
Zahl von Anwendungen, welche ihre Methoden bisher gefunden, die Operationen der Ausdehnungs- 
lehre für den Leser etwas Ungewohntes und Fremdartiges behalten, so dafs derselbe meist nicht 
zur vollen Herrschaft über den Stoff gelangt Es schien mir daher nicht unwichtig, durch eine 
neue Anwendung der Ausdehnungslehre auf einen konkreten, allgemein bekannten Gegenstand das 
Verständnis ihrer Schlufsweise imd die Vertrautheit mit ihren Operationen fördern zu helfen. 
Die allgemeine Theorie der Raumkurven und krummen Flächen zeigte sich hierfür in so fern 
besonders geeignet, als für ihre Entwickelung die leicht verständliche und durch Anschaulichkeit 
ausgezeichnete Verknüpfung von Strecken ausreicht, während die Rechnung mit Punkten ganz 
von der Untersuchung ausgeschlossen bleiben darf Diese Beschränkung in den zu verwertenden 
Hülfemitteln der Ausdehnungslehre ermöglicht es, die benutzten Begriffe und Sätze dieser Theorie 
wenigstens so weit zu entwickeln und zu begründen, um das Mi&trauen des Lesers gegen die 
ungewohnten Methoden beseitigen und eine gewisse Geläufigkeit in der Verwendung der neu 
eingeführten Rechnungsoperationen erzielen zu können. Im Hinblick auf diesen Zweck habe ich 
in denjenigen Abschnitten der folgenden Abhandlung, welche von den Hülfemitteln aus der 
Ausdehnimgslehre handeln, oft ein mehr verifizierendes als streng deduktives Verfahren ein- 
geschlagen, was um so eher statthaft schien, als in letzterer Hinsicht die beiden Werke meines 
Vaters über die Ausdehnungslehre*) jede irgend wünschenswerte Auskunft gewähren. 



Erster Abschnitt. 
Httlfemlttel aus der Ausdehnungslehre. 

Im Gegensatz zu der gewöhnlichen analytischen Geometrie, welche an Stelle der geometri- 
schen Gröfsen — der Punkte, Strecken, Flächenräume — gewisse für dieselben charakteristische 
Zahlen einfährt, mit diesen Zahlen rechnet imd schliefelich die Resultate der analytischen Ent- 
wickelung wieder in die geometrische Sprache übersetzt, imterwirft die Ausdehnungslehre jene 
Gröfeen direkt der Rechnung, sie addiert, multipliziert und differenziert dieselben unmittelbar, 



*) Grarsmann^ Die lineale Ausdehnungslehre ein neuer Zweig der Mathematik (Leipzig, Wigand, 1844; 
zweite Auflage 1878) und: Die Ausdehnungslehre voUstAndig und in strenger Form bearbeitet (Berlin, Enslin, 1862). 
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Fig. 1. 




ohne sie vorher ihres geometrischen Gewandes entkleidet zu haben. Insofern nun aber zwei 
solche geometrischen Gebilde, z. B. zwei verschieden gerichtete Strecken, als ungleich benannte 
Grö&en erscheinen, welche zu addieren oder zu multiplizieren die gewöhnliche Arithmetik nicht 
gestattet, wird es notwendig, die Verknüpfungen solcher Gröfsen neu zu erklären. Die Auf- 
stellimg dieser Definitionen und die Ableitung der Gesetze jener Verknüpfungen bilden den 
Hauptinhalt der Ausdehnungslehre. 

Unter einer Strecke sei stets eine Linie von bestimmter Länge und Eichtung verstanden, 
d. h. es seien zwei Strecken dann und nur dann einander gleich gesetzt, wenn sie gleiche Länge 

und gleiche Richtung haben. Die Addition der Strecken definieren wir 
durch die Vorschrift: Man addiert zwei Strecken a und b, indem man 
sie stetig aneinander legt d. h. die zweite parallel zu sich so weit ver- 
schiebt, bis ihr Anfangspunkt auf den Endpunkt der ersten fallt; dann 
ist die Strecke c vom Anfangspunkt der ersten bis zum Endpunkt der 
zweiten die Summe beider (Fig. 1). Aus der Gleichung c = a + i folgt 
b = c — a, d. h. die Differenz zweier Strecken konstruiert man, indem man die Strecken mit ihren 
Anfangspunkten aneinander legt; dann ist die Strecke vom Endpunkt des Subtrahendus bis zum 

Endpunkt des Minuendus die Differenzstrecke. Es läfet sich zeigen, 
dafs für diese Verknüpfungen alle Gesetze der gewöhnlichen 
Addition und Subtraktion gültig bleiben, imd jedes von diesen 
Gesetzen drückt einen besonderen geometrischen Satz aus, z. B. 
die Formel a — b + b = a den Satz: Ist in einem Viereck ein 
Paar Gegenseiten gleich und parallel, so gut dasfelbe auch von 
dem andern Paar (Fig. 2). 
Unter dem äufseren Produkt [ab] zweier Strecken a imd b, welches zur Unterscheidung 
von anderen Produktbildungen durch „scharfe'' Klammem umschlossen wird, sei der Flächen- 

Fig 3 räum desjenigen ParaUelogi'ainms verstanden, welches durch 

die Strecken a und b bestimmt wird (Fig. 3), und sei an diesem 
Flächenraum aufser seiner Gröfse die Stellung seiner Ebene 
und die Umlaufsrichtung festgehalten, d. h. es seien zwei solche 
Flächenräume dann und nur dann einander gleich gesetzt, wenn 
sie gleichen Inhalt haben, in parallelen Ebenen liegen und in 
gleichem Sinne umlaufen werden. Die wichtigsten Gesetze der Multiplikation bleiben auch für 
diese Art multiplikativer Verknüpfung in Gültigkeit Namentlich erweist sich das Gesetz, welches 





Fig. 4. 



die Beziehung zur Addition ausdrückt, 

{(a + b)c] = [a€] + [bc], 
als richtig, so lange a, b und c einer Ebene angehören, 
die drei Flächenräume also gleichartig sind (Fig. 4). Ist 
hingegen jene Bedingung nicht erfüllt, gehört somit c 
nicht der Ebene ab an, und liegen also die Flächen räume 
[ac] und [bc] in verschiedene Ebenen, so kann unsere 
Formel als Definition der Summe solcher Flächenräume 
dienen. Es bestehen indes für die äusferen Produkte auch noch einige besondere Gesetze, 
welche von denen der gewöhnlichen Multiplikation abweichen. So wird offenbar ein äufseres 




a*b 



Produkt nicht nur dann null, wenn ein Faktor verschwindet, sondern auch, wenn beide Faktoren 
parallel sind; namentlich ist stets 

1) [a ■ a] = 0. 

Fassen wir femer in dieser Formel a als Summe zweier Strecken h und c auf, so wird 

woraus mit Rücksicht auf 1) folgt 



\ch\ + \bc\ = 



oder 



2) 



TbcJ 





/cW 



Rg. 6. 



fo^ 





[cfc]=~[H; 

d. h. ein äufseres Produkt ändert sein Zeichen, wenn man seine Faktoren miteinander vertauscht, 
oder geometrisch ausgedrückt: Bei Umkeh- 
rung der Umlaufsrichtung nimmt ein Flächen- ^' ^' 
räum den entgegengesetzten Wert an (Fig. 5). 
Die Formeln 1) und 2) erinnern bereits an 
die Determinanten; und in der That ergeben 
sich die Fundamentalsätze der Determi- 
nantentheorie aus den Sätzen über äufeere Produkte auf's leichteste und immittelbarste. Hier möge 
es genügen, noch zwei Formeln aufzustellen, welche ebenfalls auf diesen Zusammenhang hin- 
weisen. Es leuchtet nach der Definition des äufseren Produktes sofort ein, dafs 

[pai] = p[ai], 
falls p eine Zahl bezeichnet. Dann aber folgt weiter mit 
Rücksicht auf 1), dafs 

[aft] = [a(fe + pa)], 
eine Formel, welche geometrisch gedeutet den Satz aus- 
drückt: Parallelogramme von gleicher Grundlinie und Höhe 
sind einander gleich (Fig. 6). ^ 

Unter dem äufseren Produkt dreier Strecken a, 6, c sei der Inhalt des durch dieselben 
bestimmten Spates (ParaUelepipedons) verstanden. Dieser Körperraum steht zu den bisher 
betrachteten Gebilden in einem gewissen Gegensatz. Während nämlich beispielsweise zum Begriff 
des Flächenraums neben der Gröfee und Umlauferichtung noch ein die Stellung im Raimi 
bezeichnendes Attribut gehörte, fallt ein solches bei den dreifektorigen Produkten fort Alle diese 
Produkte erscheinen als gleichartige Grö&en und können daher wie gleichbenannte Zahlen behandelt 
werden. Wählen wir als Mals unserer Körperräume einen Würfel, dessen Kanten die Strecken 
^n ^2? ^3 sind (Fig 7), und setzen das Produkt [ßie,e3j = l, so Mg. 7. 

wird jeder Körperraum \ahc\ durch eine blolse Zahl dargestellt Der 
einzige Unterschied, der zwischen den einzelnen Körperräumen noch 
hervortritt, ist die Ungleichheit in dem Sinn des Abbiegens der 
dritten Strecke gegen die beiden ersten. Diese Verschiedenheit aber 
läfst sich vollständig darstellen durch entgegengesetzte Vorzeichen 
der Volumzahl. Wir denken uns zur Bestimmung desselben den 
Spat \abc\ mit seiner Grundfläche \ah\ so auf die Fläche [ciß»] 
gestellt, dafs ihre Umlaufsrichtung mit der von \e^e^ übereinstimmt Fällt dann c nach der 
Seite von e^ hin, so geben wir dem Produkt das Pluszeichen, im entgegengesetzten Falle 
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Fig. 8. 



(Kg. 8) das Minuszeichen. Für dreifaktorige Produkte gelten nun 
wieder ganz analoge Gesetze wie für zweifaktorige. Namentlich wird 

[ab{aa + ßb)]==0, 

wie sofort einleuchtet, wenn man bedenkt, daUs die Strecke aa + ßb 
der Ebene ab angehört; femer wird zufolge der obigen Zeichenregel 

[acb] = — [abc] 
und 

[cab] = + [abc] 

in Übereinstimmung mit den entsprechenden Determinantensätzen. 
Hieran schliefsen wir endlich noch die DeiSnitionsformel 

[a ' (bc)] = [abc] an. 

Zu einer neuen Produktbildung führt der Begriff der Er- 
gänzung einer Strecke. Ist nämlich b eine Strecke Ton der 
Länge b*), und wählen wir als Zeichen der Ergänzung einen vor 
die Strecke zu setzenden senkrechten Strich, so yerstehen wir 
unter der Ergänzung \b einen Flächenraum [cd], welcher auf b 
senkrecht steht, dessen Flächenzahl gleich der Längenzahl b der 
Strecke b ist, und dessen Umlaufsrichtung so zu wählen ist, dafs 
das Produkt [bcd] positiv wird. Insbesondere kann als Ergänzungs- 
fläche ein Bechteck gewählt werden, dessen eine Seite c mit b gleich lang ist, während die andere 
Seite d die Länge 1 besitzt (Fig. 9). 




Kg. 9. 




^a. 



Um den Zusammenhang des neuen Begriffe mit 
dem finiheren enger zu gestalten, entwickeln wir zuerst 
die Beziehung, in welche die Ergänzung zur Addition 
der Strecken tritt, d. h. wir suchen die Eigänzung der 
Summe zweier Strecken a und b zu ermitteln. Dabei 
wird sich die Formel ergeben 

3) . . . \{a + b) = \a + \b, 

welche ausdrückt, dafs das Ergänzungszeichen distributiv 
ist Zum Beweise derselben stellen wir die Ergänzungen 
von a und b als Rechtecke dar, deren eine Seite beide 
Mal die Länge 1 hat und Normale der Ebene ab ist, 
während die andere Seite bezüglich die Länge von a und 
b besitzt und auf der dazugehörigen Strecke ionerhalb 
der Ebene ab senkrecht steht. Dann bilden a, b und 
«4- 6 die Seiten eines Dreiecks, und die Größen \a, \h 
imd \(a + b) die Seitenflächen eines dreiseitigen Prismas, 
dessen Seitenkanten auf der Ebene ab senkrecht stehen 



*) Als Maffieinheit für die Länge der Strecken ist dabei stets die Kante des Einheits Würfels, als Ma£s für 
die Flfichenifiome dessen Qnmdfläche zu verwenden. 




Fig. 11. 



(Mg. 10). Es ist niui zu zeigen, ^* 

dals die Seitenfläche |a+|& die 

Ergänzung der Strecke a+ b ist 

Dazu ist erforderlich, dafs die der 

Seitenfläche |a + |ä zugehörige 

Qrundkante erstens die Länge der 

Strecke a + b habe, zweitens 

auf derselben senkrecht stehe und 

drittens von a + b aus betrachtet 

nach derselben Seite zu liegen 

scheine, wie die Grundkante der 

Fläche \a von a aus gesehen. 

Diese drei Bedingungen sind aber 

in der That erfüllt, und somit ist 

unsere Formel 3) bewiesen. 

Indem wir zweitens den Begrifif der Ergänzung mit der äufseren Multiplikation in Be- 
ziehung setzen, gelangen wir zu einer neuen Produktbildung. Bestinunen wir nämlich unserer 
obigen Festsetzung gemäls den Wert des äu&eren Produktes 
einer Strecke a in die Ergänzung einer anderen Strecke b, 
so wird [a • |6J « [a • (cd)] = [acd] d. h. gleich dem Volu- 
men des Spates [acd] oder, was dasfelbe ist, gleich der 
Flächenzahl von [cd] multipliziert mit der Höhe des Spates 
[acd] (Fig. 11). Die Flächenzahl von [cd] soll aber über- 
einstimmen mit der Längenzahl von b, welche wieder durch 6 
bezeichnet sein möge, und die Höhe des Spates ist abgesehen 
vom Torzeichen gleich der Längenzahl von a — sie heifse 
a — multipliziert mit dem cos (a6), so dals wir erhalten 
[a • 1 6] = ab cos (afe); und diese Formel gilt auch dem Vor- 
zeichen nach. Denn [a|6], wofür wir nach obigem auch 
[acd] oder [cda] schreiben dürfen, wird zufolge unserer 
Festsetzung über die Umlauferichtung von [cd] positiv, wenn 
a mit b auf derselben Seite von [cd] liegt, im entgegengesetzten 
Falle negativ; gleiches gilt aber offenbar von cos (ab). Das 
Produkt [a • |i] läfst nun noch eine von dem vorhergehenden 
abweichende Auffassung zu, welche für das folgende von 
Wichtigkeit ist. Anstatt nämlich zu sagen, es sei in dem 
Produkt [a-|6] die Strecke a mit der Ergänzung von b 
verknüpft, können wir jenen Ausdruck auch so auffassen, 
als sei in ihm a direkt mit der Strecke b durch eine eigen- 
tümliche Art der Verknüpfung verbunden. Diese neue Auffassung läfst sich auch durch die 
Schrift sehr leicht zum Ausdruck bringen, indem wir anstatt [«• \b] einfach [a\b] schreiben und 
also dem Ergänzungszeichen zugleich den Charakter eines Verknüpfungszeichens beilegen. Die 
Art dieser neuen Verknüpfung nun kennzeichnet sich sofort wieder als eine multiplikative. 
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In der That folgt aus der oben gefundenen Formel 

4) [a\b]==^ ah cos (ab) 

ohne weiteres (vgl. Fig. 12) die Gültigkeit des Hauptgesetzes aller Produktbildungen 

[{a + b)\c]^[a\c] + [b\c]. 

Zu dem äufseren Produkt steht aber unsere Verknüpfung, welche wir als innere Multiplika- 
tion bezeichnen wollen, in einem scharfen Gegensatz. So wird für das innere Produkt 

5) [«!*] = [fr|«], 

J1J j2 ^' ^- ^^^ Faktoren sind 

ohne Zeichenwechsel 
vertauschbar. Hiennit 
hängt es zusammen, 
dafs für die innere 
Multiplikation auch die 
Formel 1) keine Gültig- 
keit besitzt Bezeich- 
nen wir nämlich die 
Länge der Strecke a 
wieder mit a und das 
innere Quadrat von a 
[a\a] kurz mit «r^, 

so wird mit Eück- 

— , — I ^^ 

^ sieht auf 4) 

a^ = a^ woraus weiter folgt 

6) a-Vö^ 

d. h. die Länge einer Strecke erhält man, indem man aus ihrem inneren Quadrat die Wurzel 
zieht. Lides besitzt die Formel 1) wenigstens ein Analogen, insofern auch ein inneres Produkt 
verschvirinden kann, ohne dafs ein Faktor Null wird; denn es ist offenbar 

7) [a|i] = 0, 

sobald b auf a senkrecht steht, ein Gesetz, welches zugleich den Gegensatz unserer Verknüpfung 
gegen die algebraische Multiplikation kennzeichnet und die Einführung einer besonderen Bezeich- 
nung rechtfertigt 

Um schlieüslich noch an einem vorläufigen Beispiel zu zeigen, dafs die Definitionen für 
unsere neuen Operationen auch zweckmälsig gewählt sind, werde mittelst derselben der Pytha- 
goräische Lehrsatz abgeleitet Beim rechtwinkligen Dreieck (vgl. Fig. 13) folgt aus der Gleichung 

c == a + 6 
durch innere Quadrierung 

c-2 ^[(a + b)\{a + b)] 
oder mit Rücksicht auf 7) 

wofür wir auch schreiben können 

wenn wir vrio gewöhnlich die Längen durch deutsche Buchstaben bezeichnen. 



Fig. 13. 




oder 



Fürs schiefwinklige Dreieck (Kg. 14) folgt ebenso 
c^ ^a^ + 2 [a\b] + b^ 

c« «a^ +2 ab cos (ab) + h^ 
= a^ + b^ — 2 a b cos ^. 



Rg. 14. 




Es bleibt endlich noch die Frage zu erledigen, in welcher Weise sich die Differenziation 
der Strecken und Streckenprodukte gestaltet Für den vorliegenden Teil dieser Arbeit, in welchem 
allein die DifiFerenziation nach einer veränderlichen Zahlgröfse Verwendung finden wird, bedarf 
es keiner neuen Definition. Der gewöhnliche Begriff des Dififerenzialquotienten, wie auch die 
Grundformeln der Difierenzialrechnung bleiben bestehen; nur mols man beim Differenzieren von 
Produkten mit einiger Vorsicht verfahren. Namentlich wird, wenn man unter x^x {s) \md 
y '=y {^) zwei Strecken versteht, welche von einer veränderlichen Zahlgrölse s abhängig sind. 



8) 



und 



9) 



d[x'y] 
ds 

d[x\y] 
ds 



dx 

Tay 



dx 
ds 



y 






wobei in der Formel 8) die Reihenfolge der Faktoren nicht geändert werden darf. Die Formel 9) 
enthält noch die Spezialformel 



d. h. mit Bücksicht auf 5) 
10) 



d(x^) 
ds 

d(x^) 
ds 



\dx ] 




1 


ds 


+ 




dx' 




2 


ds 


• 



X 



dx 
ds 



]' 



Rg. 15. 



Zweiter Abschnitt 

Tangente und Scluulegaiigsebene einer Baumkurre. 

Erste Erfimmung. 

Wir bezeichnen mit x die Strecke, welche von 
einem festen Punkte aus nach einem im Baum ver- 
änderlichen Punkte P gezogen wird, und nennen diese 
Strecke den Träger des Punktes P; ist dann t eine variable 
Zahlgrölse, so stellt die Gleichung x = x^t) eine Baum- 
kurve dar. Wählt man für t speziell die Länge s des 
Kurvenbogens, gerechnet von einem beliebig zu wählen- 
den Anfangspunkte bis zum Punkte x, so nimmt die 
Gleichung die besond«^ Form an 

11) . . . . X = ^(»)? 

welche zunächst derBetrachtungzu Grunde gelegt werden soll. 
Um die Gleichung und Neigung der Tangente zu 
bestiimiien, betrachten wir zwei unendlich benachbarte 
Punkte der Kurve, deren Träger die Strecken x und x + dx 
sein mögen (Fig. 15). Dann ist das zwischen beiden 
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Punkten liegende Kurvenstüek seiner Länge und Richtung nach gleich dx^ während die Länge 

allein durch den korrespondierenden Zuwachs von s, durch ds, dargestellt wird. Der Differenzial- 

dx 
quotient i^' = ;i- '^d eine Strecke von der Länge 1 und der Richtung der Tangente; wir wollen 

dieselbe etwa die Neigungsstrecke der Kurventangente oder schlechtweg die Neigungs- 
strecke der Kurve nennen und mit Ca bezeichnen. Dann haben wir also für die Neigungs- 
strecke im Punkte x den Wert 



Fig. 16. 



Fig. 17. 



Fig. 18. 



-> X' 





12) 



dx 
ds 



Ist femer g der Träger eines beliebigen Punktes 
der Tangente (Kg. 16), so wird g — x die Strecke 
zwischen den Punkten x und S, und es lautet somit 
die Gleichung der Tangente im Punkte x 

[(£ — x)r'] = 0. 
Andererseits wird die Gleichung der Normalebene 
der Kurve (Mg. 17) 

[(g ^ x) \x*] = 0. 

Zur Ermittelung der Neigung der Haupt- 
normale nehmen wir auf der Kurve drei Punkte 
A, B, C 9Si mit den Trägem x = a;(5), x^-^ X{8-\-d8)t 
a?2= i»(«-f 2d«) (Pig- 18). Dann bestimmen die Strecken 
AB =^ dx und BC-=dx,j einen Rhombus ABCD, 
dessen Diagonale BD die Hauptnormale darstellt Es 

ist aber 

BD=-AD — AB 

= dx^ — dx 

= d^x. 
Die Neigung ex der Hauptnormale ergiebt sich somit, 
wenn wir diese Strecke durch ihre Länge, d. h. die 
Wurzel aus ihrem inneren Quadrat (vgl. Gleich. 6), 
dividieren. Es wird 

d^x 

<Px 
oder, wenn wir wieder 



2 1 



ds 



x" setzen 



13) 



X 



u 



' ' ' ^^~ Vx"^ • 

Aus der geometrischen Bedeutung von ic" folgt sofort die Gleichung der Schmiegungs- 
ebene, da dieselbe nur auszudrücken hat, dafs die Strecke S — x mit dx und d'^x in einer 
Ebene liegen mufs. Die Gleichung lautet: 

\{B, — x)'dX'd''x\^^, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, 

14) [(£ — x)x'x"]-=0. 
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Errichtet man noch auf AB und BC innerhalb der Schmiegungsebene die Mittellote EK 
und FK (Fig. 19), so wird ihr Durchschnitt K, durch welchen auch noch diö Verlängerung von 
BD hindurchgeht, der Krümmungamittelpunkt Dann folgt aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
KEF und ABD mit Bücksicht auf 6) fär die Länge r des Krümmungsradius die Proportion 



r 
ds 



da 



2 1 



und hieraus 



r = 



oder 



15) 



ds^ 

1 



r = 



Die Krümmung der Kurve wird somit 

16) ... . — = y^77F 

d. h. gleich der Länge von x". a?" ist also eine Strecke, welche 
die Richtung der Hauptnormale hat und so gewissermafsen die 
Bichtung der Krümmung anzeigt, deren Länge aber die Krümmung 
der Kurve darstellt Man könnte diese Strecke daher passend als 
Krümmungsstrecke der Kurve bezeichnen. 

Um noch den Träger a des Krümmungsmittelpunktes zu bestinmien, bemerken wir, dals 

a — x = r - ei 
ist Nach Formel 13) ist aber 




X 



ii 



oder mit Bücksicht auf 15) 



ei = r ' X 



u 



17) . . . 
Es wird daher 

18) . . . a — a; = r^ir", 

oder endlich, wenn wir wieder für r seinen Wert aus 15) 
einführen, 

fr" 

19) . . . 



a — X 



a;"^ 



Es erübrigt noch, die Krümmung der Kurve mittelst 
des Kontingenz winkeis, d. h. des Winkels auszudrücken, 
welchen zwei unendlich benachbarte Tangenten miteinander 
bilden. Stellt in Fig. 20 die Strecke 

ABf = e„ == x' 
die Neigung der Kurve im Punkte x \md 

BC,^AD,=^eaf-^x/ 
die Neigung im Punkte x, dar, so wird die Strecke 

B, Df ^ Bat — Co"= Xf* — x' 

== dea = dx*. 
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Die Länge von B, D ist aber offenbar zugleich der Ausdruck fiir den Kontingenzwinkel dt^ 
so dafs wir erhalten 

20) dr = V(de«)^=V(rfx')^. 

Da femer die Bichtung von dea mit der Bichtung der Hauptnormale übereinstimmt, so ergiebt 
sich für die Strecke dea die einfache Formel 

21) dca^eidr. 

Unter Benutzung von ähnlichen Dreiecken gelangen wir dann schliefslich wieder zur Krümmung 
der Kurve. Es folgt aus den Dreiecken KEF und AB^Df 

^^ T-t 

und hieraus mit Bücksicht auf 20) wieder wie oben 

1 , 



Unsere Formeln werden etwas verwickelter, wenn wir nicht mehr den Bogen s, sondern 
eine beliebige andere Gfröfse t als unabhängige Variable zu Grunde legen, die Kurvengleichung 
also in der Form 



Fig. 21. 




23) . . X = X{f^ 

voraussetzen. Am wenigsten ändern sich 

diejenigen Formeln, welche nur den ersten 

Differenzialquotienten von x enthalten; denn 

dx 
auch jetzt noch stellt -^ ein Stück der 

dt 

Tangente dar (Fig. 21), nur ist dessen Länge 
nicht mehr gleich 1. Um daher die Nei- 
gung Ca der Tangente zu erhalten, müssen 

vnr die Strecke -77 mit ihrer Länge, d. h 



mit 


l/(D^ 


oder. 


was 


dasselbe ist. 


mit 


ds 
dt 


dividieren. 


Es wird also die Neigung 


der Tangente 
















dx 








24) . . 


ea — 


dt 
ds 
dt 


dx 
ds 





Die Gleichung der Tangente vrird wieder 



die der Normalebene 



[(S-.)|fl.O. 



26) 



«0. 
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Auch die Gleichimg der Schmiegungsebene ändert ihre Form nicht Denn sind wieder 

die Träger der drei Punkte, durch welche diese Ebene hindurchgehen soll, so muJs dieselbe zugleich 
die Strecken dx^x^^ — x und dx^ == ^2 — rc^ und somit endlich auch die Strecke cPx==^dXj^ — dx 
enthalten. Die Oleichung der Schmiegungsebene lautet also 

,, dx(Px' 

;^ ~^^Ttdf_ 

Um den Radius und den Mittelpunkt des Erümmungskreises zu ermitteln, schlagen wir 
diesmal zunächst ein mehr rechnerisches Yerfsihren ein. Wir stellen die allgemeiuen Gleichungen 
eines Kreises auf und bestimmen die in denselben vorkommenden Parameter derart, dafs der 
Ereis durch die drei Nachbarpunkte x, x^^ x^ hindurchgehen muTs. Am einfachsten erscheint es 
dabei, den Kreis als Durchschnitt der Schmiegungsebene mit derjenigen Kugel darzustellen, welche 
die drei Punkte x^ x^^ x^ enthält und ihren Mittelpunkt in der Schmiegungsebene selbst hat; 
denn diese Kugel hat den Badius und Mittelpunkt mit dem Kreise gemeinsam. Ihre Gleichung 
wird^ wenn a den Träger ihres Mittelpunktes, r die Länge ihres Badius bezeichnet, 

(g _ a)^ - r\ 

Zur Bestimmung der Parameter a und r ergeben sich zuerst die drei Gleichungen, welche 
ausdrücken, dafs die Kugel durch die drei Punkte hindurchgeht, nämlich: 

I) (x — a)^ ^r\ 

An Stelle der beiden anderen Gleichungen (x^ — a)i = r* und {x^ — a)^ ^ r^ können wir auch 
diejenigen Gleichungen setzen, welche aus I) bei ein- und zweimaliger Differenziation nach t 
hervorgehen, d. h. die Gleichungen 

°) [(— «)iS]=« 

und 

[<«-«)iS]+(f)^-». 

von denen die letzte mit Bücksicht auf die Formel 

-) (f)'-(S)" 

auch geschrieben werden darf: 

^ ['— )ig]-®" 

Viertens kommt dann noch die Gleichung hinzu, welche ausdrückt, dab der Mittelpunkt der. 
Kugel in der Schmiegungsebene liegt: 

dxd^x 



IV) 



(x — a) 



[]=0. 



dtdt^ 

Diese vier Gleichungen reichen zur Bestimmung der Strecke a und des Krümmungsradius r 

gerade aus; während nämlich II), m) und lY) den Träger des Krümmungsmittelpunktes liefern, 

wird uns I) den Wert von r ergeben. Zufolge der Gleichung IV) mufs sich x — a als Viel- 

dx j d'^x 
-j- und -j-, 
dt dt 



fachensumme von 37 und 3^ darstellen lassen; wir setzen daher 
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,^ _ dx d^x 

t) « — o-^:n +/':772. 



dt ' '^ dt 
worin noch X und /i mit Hülfe der Gleichungen II) und DI) zu bestimmen sind, um die 

__ dx 

Oleichung II) zu yerwerten, multiplizieren wir f) innerlich mit -^ und erhalten: 

dx\^ . \dx\d^oP 

+ Mh77 



«-© 



oder, wenn wir die Gleichung 27) und die aus ihr durch Differenziation hervorgehende Gleichung 
Q. [dx I d'^x'\ _^ ds d^Ä 

' L^ldFj '^didf^ 

berücksichtigen, 

= A.f^) +M 31 



didf" 
oder schlielslich 



/7o d s 

*) ^^'-^rf^ + ^d?- 

Um andererseitB die Gleichung ID.) zu verwenden, multiplizieren wir f) innerlich mit -tt,, 
wodurch sich ergiebt 



oder 



fds\ ' [dx \d'x] (d^xY 

~\Jt) -^\Tt\'dP\^'^W) 

fdsy , ds d*s , (d^xV- 

^^ -\dt) -^didP+f'W) ■ 



Aus a) und b) resultieren für \ und /i die Werte 

ds d's 
dt dp 



Q 



[dt'J [dtV \dty \dty 

und durch Substitution dieser Ausdrücke in f ) folgt schlielslich 

dsid^s dx ds d*x\ 
_ diXdP dt ^ dt dp} 

^^' x — a- (d^Y_(^V ' 

\dp) [dty 
Zufolge der Gleichung I) erhalten wir endlich den Wert von r* durch iimere Quadiierung des 
Ausdrucks 29). Berücksichtigen wir dabei, dals 

(d^ dx_ds d^Y = f^YK^Y _ f^Y] 

\dP dt dt dt^] \dt) V\dt^) \dty / 
wird, so ergiebt sich 

Gl)' 



^3 

T *= 



(d^Y _ fd^Y 
\dp) W) 
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oder 



30) 



r = 



(^ 



)/(S)' - m 



Fig. 22. 



Unsere Formeln 29) tind 30) lassen übrigens auch eine mehr geometrische Ableitung zu. 
Sei AB CD das durch die drei Punkte x^ x^, x^ bestimmte ParallelogTamm (Mg. 22), so sind wieder 
die Strecken ÄB== dx, 

BC^dx,, 
BD = d^x^ femer ist 

die Länge von AB = ds und 

die Länge von BC = ds^ 
Um nun eine Strecke von der Richtung der 
Hauptnormale zu konstruieren, verlängere man 
AB bis zum Punkte Oy so dafs 

die Länge von AO = ds^ und somit 

die Länge von jBG = ti^s wird, und ziehe 
GDy so steht diese Strecke (wenigstens wenn 
wir zur Grenze übergehen) auf AO senkrecht 
und hat also, da sie zugleich der Schmiegmigs* 
ebene angehört, in der That die Eichtung der 
Hauptnormale. Die Neigung der Haupt- 
normale werden wir daher erhalten, wenn 
wir die Strecke OD durch ihre Länge divi- 
dieren. Nun ist 




die Neigung von AB, e^ 



= -7- , es wird mithin 
ds 



die Strecke BG^d^s 



dx 
ds 



also 



die Strecke OD^BD— BG, 

= d^x — d^s • ^-, 

ds 

d^x • ds — d^s • dx 



ds 



Femer ergiebt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BDG 



Neigung der Hauptoormale 



die Länge von GD = y(d'^x)^ — (d'^s)^ und also schliefslich die 



31) 



ex = 



d^x ds — d^s dx 
ds V(d^a;)^ — (d^s) 



d^x ds 
dt^ dt 



dx dh 
dt df^ 



ds I fW^ fd^s\ 

dt y [dty [dty 



2 
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Die Länge r des Erümmungsradius lälst sich jetzt wieder wie oben aus zwei ähnlichen 
Dreiecken KEF und A OD entnehmen (Kg. 23). Aus ihnen folgt, wenn wir gleich für die 
Länge von QD ihren obigen Wert einführen: 

r ds + d^s 




Diese Proportion liefert bei Temachlässigung der un- 
endlich kleinen Gröfsen höherer Ordnung für r wieder 
den Wert 



r = 



ds 




^fW^)^ — {d^s) 



i/(^t-©"' 



Berücksichtigen wir endlich, dafs a — x = rex ist, und 
setzen in diese Gleichung für r und ex ihre soeben 
gefundenen Werte ein, so erhalten wir für den Träger a 
des Krümmungsmittelpunktes in Übereinstimmung mit 
29) die Formel 

ds (d^x ds dx d^s\ 



a 



X = 



d t { dt^ dt dt dt ^ 

[dty [dty 



15.1» 



Dritter Abschnitt 
Weitere Httl&mittel aus der Ausdelmiingslelire. 

Bevor wir in der Betrachtung der Baumkurven fortfahren, wird es notwendig, die Hülfs- 
mittel aus der Ausdehnungslehre noch etwas weiter zu entwickeln. Wir knüpfen dabei an den 
Begriff der Ergänzung an, der uns bereits oben zu einer neuen Produktbildung gefuhrt hat 
Derselbe läfst sich noch nach einer anderen Seite hin fruchtbar machen. Wir übertragen 
ihn zunächst auch auf Hächenräume und verstehen imter der Ergänzung eines Flächen- 
raumes [a6], geschrieben |[aft], nichts anderes als diejenige Strecke c, deren Ergänzung der 
Flächenraum [ab] ist Wenn also 

32) [ab]^\c 

ist, so setzen wir andererseits 

33) |[afe] = c, 

sodafe die Gröfse \[ab] eine Strecke darstellt, welche senkrecht steht auf [a6], und deren Längen- 
zahl gleich der Flächenzahl von [ab] ist Aus diesen beiden DeiBnitionsformeln folgen immittel- 
bar noch die weiteren Gleichungen 

34) Ik = c 

und 

35) ||[öft] = [ö6], 

welche aussagen, dafe die zweimalige Büdung der Ergänzung zu der ursprünglichen Strecke oder 

dem ursprünglichen Flächenraum zurückführt Wie mm oben (vgl. S. 7) der Begriff der Ergänzung 
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einer Strecke zur inneren Multiplikation zweier Strecken hinleitete, so gelangen wir auch hier von 
der Ergänzung eines Mächenraums zur inneren Multiplikation zweier Flächenräume. Wir 

schreiben nämlich wieder anstatt des äufeeren Produktes [ab] • | [cd\ einfach \[ab]\ [cd\ oder 

noch kürzer [a6|cc?J und nennen diesen Ausdruck das innere Produkt der Flächenräume [ab] 
und [cd]y so dafs wir die Definitionsformel erhalten 

36) ". [a6|crf]«[[ai]. |[cd]]. 

Wir verstehen also unter dem inneren Produkt zweier Flächenräume nichts anderes als das 
äuisere Produkt aus dem ersten und der Ergänzung des zweiten Flächenraums. 

Auf Grund dieser Erklärungen seien nun einige Grundformeln für die inneren Produkte 
von Flächenräumen zu entwickeln. 

Aufg. 1. Den Wert von [ab]^ zu bestimmen. Wir setzen 

[afe] = I Cy dann ist nach obigem 
I [afe] = c. Es wird somit 
[ab]^ = [ab | ab] == [ab • c] =- [c • ab] = [c | c] = cl 
Nun ist die Längenzahl c von c gleich der Flächenzahl von [a6], d. lu = ab sin (ab)] wir 
bekommen somit 

[ab]^ =- cfh^ mjoP {ab), 

= a*^b^ — d^V^ cos^ {ab) 
oder mit Rücksicht auf 4) und 6) 

37) [ab]^ ^a^b^~.— [a\ 6]l 

In dem Falle, wo a auf b senkrecht steht, vereinfacht sich die Formel 37), da dann das 
zweite Glied der rechten Seite verschwindet, und wir erhalten die (nur für den genannten Fall 
gültige) Spezialformel 

37a) [ab]^ ^ a^ b^ . 

Nebenbei folgt noch aus der obigen Entwickelimg die Formel 

38) ab sin {ab) == ^[ab]^. 

Die linke Seite dieser Gleichung stellt aber die Flächenzahl des Produktes [ab] dar, und die 

Formel 38) drückt somit den Satz aus: Man findet die Flächenzahl eines Flächenraumes, indem 

man aus seinem inneren Quadrat die Wurzel zieht (vgl. Formel 6). 

• • . • • - ■ 

Aufg. 2. Es seien die Werte von [\a]^ und [|aö]^, d. h. die inneren Quadrate der 
Ergänzungen einer Strecke imd eines Flächenraumes zu bestimmen. Es ist 

OQ. f [ I «]* =* [ I ö 1 1 ö^] = [ I ö • öt] = [öt I «] •= a* ; femer 

J ' ' ' ' \[\ab]^'^[\ab\\ab]^[\ab-ab]^[ab\ab]^[ab]^. 
Aufg. 3. Es sei zu zeigen, dafs wie bei der Ergänzung von Strecken, so auch bei der 
Ergänzung von Flächenräumen das Ergänzungszeichen distributiv ist, dafe also die Gleichung besteht 

40) \{[ab] + [cd])^\[ab] + \[ed]. 

Wir setzen | [ab] = e und | [cd] = f, so dafe also 

[ab] = I e und [cd] = | f wird. Dann ist 
[ab] + [cd]-=\e+\f, d. h. nach Formel 3) 
= |(e + /^; somit 
I {[ab] + [cd]) ^\\{e + f)^e + f=\ [ab] + \ [cd]. 

3 
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Aii%. 4. Es sei die Formel zu beweisen: 

41) [cd\ab]^[ab\cd\, 

welche aussagt, dafs man in dem inneren Produkt zweier Mächenräume die Faktoren ohne Wert- 
änderung des Produktes yertauschen darf. Benutzen wir wieder dieselben Bezeichnungen wie in 
Au%. 3, so wird 

[c d I a 6] = [c d . I [a 6]] =- [c d • e] « [e • c d] == [e . I /] « [e I /] = [/ 1 e] i 
«=[/•. afc] = [afc ./] = [afe . I [cd\\ == [ab \ cd]. 

Nachdem so der Begriff des inneren Produktes eine weitere Ausgestaltung gefunden, 
bedarf zweitens auch die äuTsere Multiplikation einer Ausdehnung und Weiterbildung. Namentlich 
sei der Begriff eines vierfaktorigen Streckenproduktes festzustellen, d.h. es sei einmal das Produkt 
eines Körperraums und einer Strecke zu erklären und zweitens das Produkt zweier Flächen- 
räume. Man könnte yielleicht zunächst erwarten, dais es bei der Au&tellung dieser Definitionen 
Yor allem darauf ankomme, dieselben so einzurichten, dals die Bechnungsgesetze der zwei- und 
dreifektorigen Produkte möglichst erhalten bleiben, so dafs also z. B. [abc {aa + ßb + yc)] -=^ 
wird. Indes erscheint dies einerseits für die Weiterentwickelung unserer Methoden wenig forder- 
lich, da dann überhaupt jedes vierfaktorige Produkt [ab cd] verschwinden würde, denn jede 
Strecke d läfst sich als Yielfachensumme dreier beliebigen, nicht derselben Ebene parallel laufen- 
den Strecken a, b, c darstellen. Andererseits aber haben wir auch bei der Definition jener 
Produkte nicht mehr völlig freie Hand, sondern sind wjBnigstens betreffs des Produktes eines 
Körperraums und einer Strecke bereits durch frühere Festsetzungen gebunden. ' Wie wir oben 
sahen (vgl. S. 5), hat schon das dreifaktorige Streckenprodukt gewissermalsen seinen ausdehnungs- 
mäfsigen Charakter verloren und stellt sich als blofse Zahl dar. Ist daher X der Zahlwert eines 
solchen Produktes [aftc], so erscheint es geboten, unter dem Produkte [abc]d nichts anderes zu 
verstehen als das A-fache der Strecke d. Wenn hiemach die ersfo Art von vierfaktorigen 
Produkten als eine Strecke erscheint, so Hegt es nahe, auch die zweite Art, nämlich das Produkt 
zweier Plächenräume in entsprechender Weise zu definieren un'd darunter etwa die Schnittstrecke 
jener Flächenräume zu verstehen. Diesem Gedanken geben wir am natürlichsten Ausdruck, wenn 
wir die Definitiönsformel aufstellen 

42) [la-IfcJ'^K«*], 

in welcher, wie man leicht einsieht, in der That die rechte Seite nichts anderes ist als die 
Schnittstrecke der Flächenräume | a und 1 6. Es reicht aber auch die Formel 42) zur Erklärung 
der Iraglichen Produkte vollständig aus, denn je zwei beliebige Flächenräume [cd] und [ef] 
lassen sich stets in' der Form \a und \b darstellen, imd es bleibt somit nur noch zu zeigen, 
dals die durch imsere Formel definierte Verknüpfung wirklich eine Multiplikation seL Nament- 
lich ist nachzuweisen, dafs das Hauptgesetz aller Produktbildungen, welches die Beziehung zur 
Addition ausdrückt, in Gültigkeit ist, dafs also die Formel besteht 

43) [|a-(|&+|c)J = [|a-|61 + [|a-|4 

Es ist nach Formel 3) 

[\a'{\b+\c)]^[\a^\{b^c)] 
und dies nach der Definitionsformel 42) 

-\[a{b + c)] 
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d. h. =|(M] + [ac]) 

oder nach 40) = | [ab] + \ [ac] 

und dies schlielßlich wieder nach 42) ** [ I ^^ ^ I ^] + [ I öt • | c]. 

Damit ist die Berechtigung für die AufEassung unserer Yerknüpfung als Multiplikation erwiesen« 
Übrigens bemerken wir jetzt nachträglich, dafs^ auch die Beziehung unserer neuen Produkt- 
bildung zu den zwei- und dreifaktorigen Produkten eine weit engere ist, als es anfangs erscheinen 
mochte. Denn, wenn auch die Formel [ab(aa^ ßb)]=^0 ein voU entsprechendes Gegenstück 
nicht findet, so bestehen doch wenigstens für- die Produkte zweier Plächenraume ganz ähnliche 
Gtesetze wie für die Produkte zweier Strecken. Namentlich wird 

44) [abed\^0,- 

wenn die Eläehe [ab] mit [cd] parallel läuft; andererseits wird 

45) [cd-a&]= — [ab'cd]^ 

wie man sofort erkennt, wenn man [ab] und [ed} als Ergänzungen zweier Strecken e und f auf- 
faßt und die Definitionsformel 42) anwendet Infolge dieser engen Beziehung haben wir bereits 
das charakteristische Zeichen der äu&eren Produkte, die scharfen Klammem, für. unsere neue 
Multiplikation beibehalten und werden im folgenden die beiden Arten der Produktbildung auch 
unter einem gemeinsamen Namen, nämlich als „räumliche Multiplikation^^ zusammen- 
fassen, so dafs also die .äulsere Multiplikation sich s^ ein Spezialfidl der räumlichen Multipli- 
kation darstellt 

Wir schlielsen unsere Entwickelung wieder mit der Ableitung einiger Grundformeln für 
die neue Produktbildung. 

Aufg, 5. Es sei der Wert des Produktes [ | « | ö | c] za bestimmen* Es . ist 

[ I a 1 6 1 c] = I [ab] \ c oder, wenn wir | [ab] = d setzen, 

« [rf I c] = [c I d] = [c • I d] = [c • ab] = [abc]. 
Verstehen wir nun endlich noch unter der Ergänzung einer Zahl a nichts anderes als diese 
Zahl a selber, setzen wir also, a =^ a und somit auch 

46) \[abc]^[abc], 

so können wir das gewonnene Resultat auch in der Form schreiben: 

47) i[|«|&|c] = |[«ftc], 

in welcher die Gleichung genau der Definitionsformel 42) entspricht 

Au%. 6. An das gewoimene Resultat schlielsen wir die Ermittelung des Produktes 
[a&|a|&] an. Wir setzen [afe]==|c, so dafe also |[a6] = c wird; dann ist 

48) [ab\a\b]^[\c\a\b]^[cab]^[arbc]^[ab'\[abi\^[ab\ab]^[abf'. 

Aufg. 7. Es sei der Wert der Strecke x=-[ab\a] zu bestimmen*). Die gesuchte Strecke x 
liegt nach obigem erstens in der Ebene [ab] und ist also darstellbar in der Form 

a) x = ara + ßb; 

zweitens steht x senkrecht auf a und genügt somit der Gleichung 

b) [x\a]^0. 

Da diese beiden Angaben zusammen die Richtung der gesuchten Strecke x vollständig bestimmen, 
so muis sich x aus denselben bis auf einen die Länge der Strecke ergebenden Faktor ableiten 

*) Vgl. hierzu Lüroth, GrandnÜB der Mechanik (München, Ackermann 1881). S. 40. 
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lassen. In der That folgt, wenn wir die «rste Gleichung innerlich mit a multiplizieren, mit 
Bücksicht auf die zweite: 

= aa^ + ß[a\f>] oder 

a__[a\b\ 

ß^ a^ ' ^^ 

a p[a\b] 

j3 «= + pa^ und es wird daher 

t) x^[ab\a]^p{a^b — [a\b]b}. 

Zur Bestinunung des Faktors p benutzen wir die Formel 37) 

[ab]^ ^ a^ b^ — [am\ . 
Die linke Seite unserer Oleichung f) geht nämlich mit Rücksicht auf 48) in [ab]^ über, wenn 
wir noch innerlich mit b multiplizieren, wodurch sich ergiebt: - . 

[afeP ^ p{a^b^ — [a\b]% 
so dafs für p der Wert 1 und für die gesuchte Strecke x die SchluMormel 

49) [ab\ä\='a^b — [a|i]a resultiert 

Um endlich noch die Lange unserer Strecke x zu ermitteln, bilden wir ihr inneres Quadrat und 
setzen in demselben [a&] »== | c; dann wii*d 

[ab\a]^ « [|c|aP = [\ca]^ ^ [ca]^ ^c^d^. 
Es kommt nämUch die Formel 37a) zur Anwendung, da c als Ergänzung von [ab] auf a senk- 
recht steht Führen wir nun für c wieder seinen Wert \[ab] ein und berücksichtigen 39), so 
ergiebt sich die Formel 

50) [afe|aP = [afcPa^ , 

welche die Länge Yon x durch die Grölse der Fläche [ab] und die Länge von a ausdrückt 



Vierter Abschnitt 
Noclmiallge Behandlung der ersten Erfimmung. Zweite Erfinunnng. Selunlegimgskngel. 

Als erste Anwendung der neuen im vorigen Abschnitt betrachteten Verknüpfungen lassen 
wir eine nochmalige Behandlung der bereits oben gelösten Aufgabe folgen, den Träger des 
Erümmungsmittelpunktes einer Baumkurve zu bestimmen auf Grund der im zweiten Abschnitt 
aufgestellten vier Gleichungen: 

J^ {x-a)^^r' 

H) [(^-«)lS]"® 

Von diesen Gleichungen genügen die drei letzten zur Bestimmung von x — a. Die Gleichungen ü) 

dx 
imd IV) nämlich ergeben die Bichtung dieser Strecke als Durchschnitt der Normalebene \-j- 
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und der Schmiegungsebene 



dxd^x 



]. 



während schlieMich III) die Länge von x — a bestimmt 



X 



, [dxd^xldxl j i ^/.x 

— a = A. Kr -jTö 3T odöi* J^ach 49) 
[rf^ d^^ a^J 



X 



dt dt^ 
Als Schnittstrecke jener Ebene wird (vgl. S. 18) 

d^xldx 
di^ldi 

__ dsidsd^x d^sdx\ 
~^^ dl\didi^~dr^diy 
Diese Gleichung stellt in der That die Bichtung von x — a vollständig dar, und es erübrigt somit nur 
noch, durch Substitution des gefundenen Ausdrucks in die Gleichung m) den Faktor X und damit die 
Länge von x — a zu ermitteln, wobei sich bei nochmaliger Berücksichtigung der Formel 28) ergiebt: 

— 1 

Endlich wird 



\r^ 



[dt^J [dty 



X — a 



dsjd^sdx dsd^x\ 
di\dPTt~Jtdi^] 

[dt^J [dty 



Kg. 24. 



Den Radius des Eiiimmungskreises findet man hieraus auf Grund der Formel I) durch inneres 
Quadrieren, wie oben auf Seite 14. 

Bei der Betrachtung der zweiten Krüm- 
mung setzen wir der Einfachheit halber die 
Gleichung der Kurve wieder in der speziellen Form 
X =» X(t) voraus und bezeichnen (Fig. 24) die Neigung 
der Tangente im Punkte x mit e^, die Neigung 
der Hauptnormale mit ex und die Neigung der 
Normale der Schmiegungsebene mit e^. Bei der 
letzteren Strecke, welche die Stellungsstrecke der 
Schmiegungsebene oder auch schlechtweg die Stel- 
lungsstrecke der Kurve heifeen möge, müssen 
wir noch eine Bestimmung über ihren „lÄuf " hinzu- 
fügen, d. h. wir müssen angeben, nach welcher Seite 
hin diese Normale errichtet werden soll. Indes 
behalten wir uns diese Angabe noch für später 
vor, wo sich uns eine naturgemäfse Entscheidung 
darbieten wird. Wir lassen also den Lauf der. 
Strecke ea noch imbestimmt und bekommen so 

im folgenden zunächst überall ein doppeltes Vorzeichen, eine Zweideutigkeit, welche erst ver- 
schwinden wird, wenn wir jene Verfügung über den Lauf von €„ treffen werden. Aus den 
Definitionen der drei Strecken ea, ex^ ea folgen unmittelbar die Gleichungen 
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51) 
52) 
53) 

54) 



[eaCiea] = ± 1 und 
6« « i: I [exea]^ 

• ßff = + \[^aex]^ 




von denen die letzte mit Bücksicht auf 12) und 17) auch geschrieben werden kann 

^a = ± I [^ ' Txf^ oder 
55) ea^ ±r\ [x'xf]. 

Zwei unendlich benachbarte Stellungsstrecken e^ und 

^a + dea (Kg. 25) schlielsen einen unendlich kleinen Winkel d^ 

ein, den wir den Torsionswinkel nennen wollen. Den Diffe- 

d^ 
renzialquotienten --r- bezeichnen wir als die zweite Erümmung 

oder Torsion der Kurve, den reziproken Wert derselben 
nennen wir den Torsionshalbmesser und bezeichnen ihn 
mit R, so daCs man die Gleichung hat 

^^) R^ds' 

Die Bestimmung des Torsionswinkels d^ gestaltet sich wieder 
genau so wie die des Eontingenzwinkels. Stellt nämlich 

die Strecke AD -= ea die Stellung der Schmiegungsebene 
im Punkte x und 

die Strecke BE -= ^jF^= e^,, die Stellung derselben im Punktex, 
dar, so wird 

die Strecke DF = e^, — e^ 

Die Länge dieser Strecke ist aber der Ausdruck für den Torsionswinkel, so dals sich die Formel ergiebt 

57) d^^y(dea)^, 

und somit für die zweite Erümmung der Wert resultiert 

1 dS- V(dga)^ 
R^ ~ 



•X' 



l 



ds 



ds 



oder wenn wir -^ = e. 

ds 



setzen. 



58) 



dS^ 



= = ye^ = der Länge von c^', d. h. die Torsion der Kurve 
IC ds 



wird durch die Länge des DiSerenzialquotienten der Stellungsstrecke dargestellt 

Um nun diesen Differenzialquotienten zu ermitteln, könnte man die Gleichung 55) differen- 
zieren. Wir wählen indes ein anschaulicheres Verfahren. Die Stellungsstrecke Ca ist definiert 
als eine Strecke, welche die Länge 1 besitzt und auf der Schmiegungsebene, d. h. auf den 
Strecken xf und xf* senkrecht steht Diese Angaben, welchen die Gleichungen entsprechen 

a) Ca^^l 

b) [^\ea\^Q 

c) l^'kJ = 0, 

bestinunen die Strecke Bq vollständig bis auf ihren Durchlauf ungssinn, den wir ja auch noch 
unbestimmt gelassen haben. Die Strecke Sa wird sich daher, ebenfalls wieder abgesehen von 
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ihrem Durchlaufungssmii, eigeben müssen aus den drei Gleichimgen, welche durch Differenziation 
aus a), b), c) hervorgehen, d. h. aus den Gleichungen 

aO K|ea'] = 

bO . . . • [a:'|co'] = 

cO [x^'l^al^-Lx^Ma 

In der That bestimmen die ersten l)eiden von diesen Gleichungen die Richtung der Strecke eo 
(immer abgesehen vom Durchlaufungssinn) , während die dritte Gleichung die Länge von e^ liefert 
Zufolge der Gleichungen aO und b^ steht eo senkrecht auf den Strecken eo und t:)^ fallt also in 
die Bichtung von 7i^\ wir können daher die Gleichung ansetzen 

- 59) ""•... eo' = fJi7:f*. 

Zur Ermittelung des die Länge von eo bedingenden Faktors /x setzen wir den Wert 59) in die 
Gleichung of) ein und erhalten fjLof'^ = — [^öja:"']; und substituieren wir hierin für eo 

seinen "Wert aus 55) und auf der linken Seite für ic"- seinen Wert aus 16), so folgt 

ii = qp r [l [a/x"] | xf"]\ oder 

^ = + r^[ocfx*^ocf^'\^ also schlielslich 

60) eo' ^+r^ [a^x^x^T a^'. 

Der Vergleich dieser Formel 60) mit der Gleichung 

17) ex ^ Tjf^ lehrt, dals die Strecke ej der Strecke 6^, d. h. der 

I^eigung der Hauptnormale parallel läuft TTm diese Beziehung noch enger zu gestalten, ver- 
fügen wir jetzt über den Lauf von e^, welcher ja bisher unbestimmt gelassen war, derart, daJis 
eo mit ex^ folglich auch mit ocf' auch nach derselben Seite läuft Das geschieht offenbar, wenn 
wir in unsem sämtlichen Formeln mit doppeltem Vorzeichen bei negativem [x'a^'ic"'] das obere, 
bei positivem [a^'ic'V'] das untere Vorzeichen 
wählen. Die gefundene Beziehung zwischen der Mg. 26. 

Strecke eo und der Neigung der Hauptnonnale er- 
möglicht es, neben die Formel 60) noch dnen 
zweiten Ausdruck für die Strecke ej zu stellen. 

Nach Formel 58) ist die Länge von ^a' = -j- = ^- ; 

wir erhalten daher für die Strecke e» den zweiten Wert 



61) 



/ 






ez — ^-ei. 



eine Formel, die wir, um die Analogie mit der Gleichung 

21) . • . dea = ex • dt 
herzustellen, auch schreiben können in der Form 

62) . . . deo == ex • d^. 
Nach dieser Gleichung ist (Fig. 26) deo eine Strecke 
von der Bichtung der Hauptnormale, deren Länge 
gleich der Gröfse des Torsionswinkels ist, während 
dea bei gleicher Bichtung durch ihre Länge die 
Grölse des Eontingenzwinkels darstellte. Um neben den Ausdrücken für dea tmd de^ 
auch noch die Strecke dex zu entwickeln, differenzieren wir die Gleichung 53), 




«•X 



drittens 
wodurch 
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sich ergiebt 

dei = + I [dea • ej ± | [ca • dej 
oder, wenn wir für dea luid dca ihre obigen Werte einfuhren, 

=- + dS' I [626 J ± dt I [6a6d, 

woraus bei Benutzung der Gleichungen 52) und 54) folgt 

63) dex ^ + dS^ ' ßa ^ dt ' ßa- 

Es erübrigt noch, aus der Formel 60) auch den Ausdruck für die Länge von ea und 
damit für die Gröfse der zweiten Krümmung abzuleiten. Es wird 

64) -^ == ^ = der Länge von e^' = + r» fxVx'"] Y^ = + r« [x^x^'x"'^ ^ T ^^^!f'\ 
JtC ds , . X *- 

wobei das doppelte Yorzeichen sogleich in der Weise geschrieben ist, daJs auch hier die obige 

Zeichenregel gültig bleibt 

Als Anwendung unserer Formeln wollen wir endlich noch die Beantwortung der Frage 

folgen lassen: Wie ist eine Kurve beschaflfen, wenn die erste oder die zweite Krümmung ver- 

1 

schwindet? Ist zuerst die erste Ejümmung d. h. — = \xf*^ =0, so ist auch a/' « 0, woraus 

durch Litegration folgt a;' = const, die Kurve ist also eine gerade Linie; ist andererseits die 

zweite Krümmung d. h. -^ = 'YeJ^ = 0, so ist auch Ca = 0, woraus durch Litegration folgt Ca =• const, 

JL.V • • « « • * « 

die Kurve ist also eine ebene Kurve, denn alle Schmiegungsebenen haben dieselbe Stellung. Die 
Bedingung für den letzteren Fall labt sich übrigens zufolge der Formel 64) auch ausdrücken 
durch die Gleichung 

65) [x'a/V']-=0, 

welche aussagt, dafe auch x"' in die Schmiegungsebene öQlt 

Zum SchluDs folge noch die Behandlung der Schmiegungskugel. Ist p ihr Radius, m 
der Träger ihres Mittelpunktes, so lautet die Gleichung der Schmiegungskugel 

(g — m)'^ = p2, 
in welcher die Parameter m und p aus der Bedingung zu bestimmen sind, dafs die Kugel durch 
vier Nachbarpunkte der Kurve hindurchgehen soU. Diese Bedingung liefert zunächst die Gleichung 

I) {x — m)- = p2 m^d aulserdem die drei aus I) durch 

ein-, zwei- und dreimalige Differenziation hervorgehenden Gleichungen: 

n) [(x — m)|£c'] = 

in) [(aj — m)|a:'T= — 1 " " * 

IV) [(« — w)|x'"l = 0, 

bei deren Bildung zu berücksichtigen ist, dals xf- = 1 und [a^ | a;"] = ist Für die Richtung 
von X — m folgt aus II) und IV) der Wert 

X — m=- ^[\xf\ a?'"] und, wenn wir diesen Ausdruck in IQ) einführen, so ergiebt sich 

// [ I a;' I a:/" I a;"] = — 1 oder unter Benutzung von 47) 
fjL [x'a;' V"] = + 1 , woraus folgt 
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Zufolge der Gleichung I) wird dann mit Rücksicht auf 39) 

67) ^'- [lx"Jr «der nach 37) 

^^> ^ W^^^ • 

Wir können hierin endlich noch den Ausdruck [a^'lx'"] etwas anders ausdrücken. Differenzieren 
wir nämlich die Gleichung a;'^ = 1 zweimal hintereinander nach s, so folgt zuerst [a::'|a;"J = 
und bei abermaliger Differenziation [x^ \ a:"'] = — a;"- . Setzen wir diesen Wert in die Formel 68) 
ein und ziehen zugleich die Wurzel, so ergiebt sich für den Badius p der Schmiegungskugel 
der Schlufswert: 



_ Vx"^'~ - (X-' r 

^^^ ^ [a;'a;'V"J ' 

Damit sind die wichtigsten Sätze aus der allgemeinen Theorie der Baumkurven erledigt 
und, wie mir scheint, in einer Weise, welche die Brauchbarkeit der Methoden der Ausdehnungs- 
lehre für derartige Untersuchungen deutlich hervortreten läfst. Die allgemeine Theorie der 
krummen Flächen werde ich in einer zweiten Abhandlung auf ähnliche Weise entwickeln. 
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Fünfter Abschnitt. 
Weitere Hftlftmittel ans der Ansdelmiuigslelire. 

« > • • • 

Bei der Einführung der äufseren Produkte wurde bereits mehrflEich auf die Ähnlichkeit 
hingewiesen, welche zwischen den Eigenschaften der Determinanten und den Gesetzen der äu&eren 
Multiplikation besteht. Im folgenden soll dieser Zusammenhang genauer untersucht werden.*) 

Unter der Determinante 



70) 



^« = 



a,^ a«^ er, 



8 



«1* «2* «8* 

aj» «2® «8^ 



versteht man bekanntlich die Summe 

d. h. jene Determinante ist eine Summe von der Form* 

71) 2±ar^a,^at^, 

welche ausgedehnt wird über alle die Glieder, die man erhält, wenn man in dem Produkte 
«r^ ag* ot^ anstatt der Indices r s t alle möglichen Permütationen der Zahlen 12 3 sötzt und dem 
so entstehenden Produkte das Plus- oder Minuszeichen giebt, je nachdem in demselben die 
Anzahl derjenigen Paare von Indices, welche unten entgegengesetzt geordnet sind wie oben, 
eine gerade oder eine ungerade ist 

Um nun die Beziehung einer solchen Determinante zu dem dreifaktorigen äufseren Pro- 
dukte kennen zu lernen, leiten wir mittelst der 9 Elemente unserer Determinante aus den 3 Grund- 
strecken 61,62,03 drei neue Strecken a\a*,a^ ab durch die Gleichungen 

ai — ai^ei + 0^^^^ + «8*63 
72) a2«ai«ei + «,»02 + 08*03 

aS^ai^Oi + «2^^ + 08*^8 
und bilden das äufsere Produkt [a^a'a^] der 3 erhaltenen Strecken; dann verschwinden auf der 
rechten Seite alle diejenigen Glieder, welche eine der Einheitsstrecken (tdso auch einen und den- 



*) Vgl. hierzu Schlegel, System der Raiunlehre. Teil 11: Die Elemente der modernen Geometrie und Algebra 
(Leipzig, Teubner 1875) S. 121. 
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selben unteren Index der Ableitzahlen a) mehr als einmal enthalten. Die übrigbleibenden Glieder 
bilden eine Summe von der Form 

73) 2(Xr^ag^at^[ereset]^ 

welche über alle die Glieder ausgedehnt wird, die man erhält, wenn man für rs^ nacheinander 
alle möglichen Permutationen der Zahlen 12 3 setzt Das auftretende Produkt [cr e^ et] aber 
läXst sich durch Umstellung der Faktoren auf die Form ± [e^ e, e^] bringen. Es wird nämlich 
[er^«^] = ± K^ßs]? jö nachdem die Anzahl derjenigen Paare von Indices, welche in dem 
linken Produkt entgegengesetzt geordnet sind wie in dem rechten, eine gerade oder eine unge- 
rade ist, eine Zeichenbestimmung, welche mit der oben bei 71) gegebenen genau übereinstimmt 
Setzen wir daher den Wert von [erCset] in die Summe 73) ein, so finden wir 

[ai a« a»] = [^ e, 63] :^ + «.^ «.2 a,», 
wo das Summenzeichen genau denselben Sinn hat, den wir oben bei der Formel 71) festge- 
stellt haben. Wir dürfen daher für jene Summe die Determinante Ja einsetzen und erhalten 

74) [a^ a^ a^] =' [e^ e^ e^] Ja\ 

oder bedenken wir endlich noch, dafs [6^ eg 63] =« 1 gesetzt war, so ergiebt sich die Sclüufs- 
gleichung 



75) 



[a^ a* a^\ ^ Ja'^ 



^1 ^2 ^ 



's 



a^^ Co^ a 



8 



2 



a 



3 /V.3 



«2 «3 



welche die gesuchte Beziehung zwischen Determinanten und äufeeren Produkten wenigstens für 
den Fall einer dreigliedrigen Determinante zur Darstellung bringt. 

Übrigens ist unser Ergebnis noch einer Erweiterung fähig. Es ist klar, dafs die obige Summe 

71) 2±ar^as^at^ 

ihren Wert nicht ändert, wenn man die unteren Indices mit den oberen vertauscht Denn ordnen 
wir in. der durch jene Vertauschung entstehenden Summe 



76) 



^iai'-a/aa' 



die Faktoren eines jeden einzeUien Gliedes so um, dafs die oberen Indices wieder die natür- 
liche Aufeinanderfolge 12 3 annehmen, so unterscheidet sich die Summe 76) nur noch durch 
die Reihenfolge der Glieder von der Summe 71) und wir erhalten also in der That die Gleichung 

77) 2±ar^as^at^^S±ai'a^'as^, 

wofür wir auch schreiben können 



78) 






«3^ «3^ öfgS 



«i*«2^ agi 

«1^ 0^2^ 03« 
«1^ «2* Ö3* 



diese Gleichung enthält den Satz: 

„In jeder Determinante kann man unbeschadet ihres Wertes die Zeilen zu Kolonnen und 

die Kolonnen zu Zeilen machen.'* 

Bezeichnen wir die angegegebene Umstellung der Elemente d. h. die Vertauschung der 
Zeüen mit den Kolonnen kurz mit dem Ausdruck Umordnung der Determinante, so können 
wir den Satz noch etwas kürzer fassen, indem wir sagen: 
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,,Die Umordnung ändert den Wert einer Determinante nicht ^^ 

Führt man jetzt endlich den Wert 78) in die Oleichung 75) ein, 80 ergiebt sich für das 
äufeere Produkt [a^a*a*] die Doppelformel 



79) 



[aia8a8j = 



ofi^a,^of 



3 



a.^a^^ a. 



8 



aS^«8*Ö8' 



^1 "2 "8 

welche den von uns gesuchten Hauptsatz enthält. Wir können ihn in der Form aussprechen: 

Erster Hauptsatz: „Stellt man die Faktoren eines dreifaktorigen äuiseren Produktes 
[a^d^d^] als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken 6i, eg, e^ dar durch die Gleichungen 

«^ = «1^^ + 02^^ + erging 

72) ' «^ = «1*^1 +0f2*e2 +«8*^ 

so wird jenes äufsere Produkt [ä^a'^a^] gleich der Determinante, welche man aus den 9 Ableit- 
zahlen of bilden kann, wenn man die Ableitzahlen der einzelnen Strecken a^, a*, a^ entweder 
immer in dieselbe Zeile oder immer in dieselbe Kolonne stellt.** 

Zum Schluls sei noch bemerkt, dafs sich mit Kücksicht auf unsern Hauptsatz der Formel 
78), welche den Satz von der Umordnung der Determinante enthält, eine entsprechende Formel 
für äufsere Produkte an die Seite stellen läfst Bezeichnen wir nämlich mit Oi, o^, Og diejenigen 
Strecken, welche sich aus a\ a^, a^ dadurch ergeben, dafs man in den Koefificienten a die oberen 
Indices mit den unteren vertauscht, setzen also 



80) 



\a^ = 02^% +«2^62 + «2^08 



SO kann man von diesen 3 Strecken a^^ a^^ a^ auch aussagen, sie seien aus den Ausdrücken 
72) für a\ a*, a^ dadurch hervorgegangen, dafs man die Koefficienten auf der rechten Seite in 
dem oben angegebenen Sinne „umordnet," Die Gleichung 78) läfst sich dann offenbar auch 
schreiben in der Form 

und enthält in dieser Gestalt den Satz: 

„Das äufsere Produkt dreier Strecken bleibt ungeändert, wenn man die 3 Strecken durch 
diejenigen 3 anderen Strecken ersetzt, die sich ergeben, wenn man in den 3 Gleichungen, welche die 
3 ursprünglichen Strecken auf die 3 Einheitsstrecken zurückführen, die Ableitzahlen „umordnet"." 



Aus dem von uns bewiesenen Hauptsatz über die Darstellung eiaer Determinante durch 
ein äufseres Produkt lassen sich die wichtigsten Eigenschaften der Determinanten auf das leich- 
teste entwickeln. In der That kann man jeder Eigenschaft der äufseren Produkte einen Satz 
über die Determinanten an die Seite stellen. So liefert die Formel 

[a^ a a] « 

in die Sprache der Determinanten übersetzt den Satz: 



so 

^Eine Determinante verschwindet, wenn zwei ihrer Beihen einander gleich sind^, 
wobei der Ausdruck „Reihe^^ die beiden Begriffe Zeile und Kolonne umfassen soll. 
So folgt femer aus der Formel 

der Determinantensatz : 

„Eine Determinante ändert lediglich ihr Vorzeichen, wenn man zwei Reihen mitein- 
ander vertauscht" 

So entspringt aus der Formel 

der Satz: 

„Wenn man in einer Determinante alle Glieder einer Reihe mit ein und demselben Faktor 
multipliziert, so geht die Determinante über in das Produkt jenes Faktors und der ursprünglichen 
Determinante." 

Die Formel [a^ (6« + c^) a^] « [a* 6» a»] + [a^ c» a»] 

ergiebt: 

„Eine Determinante, in welcher die Elemente einer Reihe Summen sind, ist gleich der 
Summe zweier Determinanten, deren Elemente in der jener Reilie entsprechenden Reihe die 
Summanden jener Summe sind", 

und die Formel [a^ (a« + l a^) a»] « [a^ a* a»] 

liefert den Satz: 

„Eine Determinante bleibt ungeändert, wenn man zu sämtlichen Elementen einer Reihe 
die mit einem und demselben Faktor multiplizierten Elemente einer andern Reihe addiert." 

Um endlich auch den Multiplikationssatz der Determinanten zu entwickeln, setzen wir 
wieder wie oben 

81) I a^ - «1« Ci + «2^ «2 + «8* ^ ^d entsprechend 82) | i^ = A^ «i + Ä^ «2 + ßs^ e^ 
\a^^a,^e, + a,^e^ + a,^es W - ßi'e^ + ß.^e, + ß^^e^, 

und stellen diesen 6 Strecken sogleich noch diejenigen 6 andern Strecken Oj, o,, Og, ij, feg? *s 
gegenüber, welche aus 81) und 82) durch „Umordnung" der Koefficienten a und ß hervorgehen, 
d. h. wir setzen 



bi--ßi'e,+ß,^e^ + ß^^e, 

&2«-/^2'«l+Ä'e2 + 1^2*^8 

bs-ßs'ei+ßi^e^ + ß^^e^. 



83) {oi^a^^e^ + ai^e^ + cii^^ ^^^ 84) 

Bezeichnen wir femer die Determinante der a wieder mit Ja und die Determinante der 

ß mit Jß^ so wird 

85) . . Ja--[a^a^a^]--[ai(h(h\ und 86) z/^j = [fei 6» i»] « [fei i« ^sl- 

Schliefslich führen wir noch drei neue Strecken c^,e^,<^ ein, welche aus den Strecken 

fei,fe«,fe» durch dieselben Koefßcienten abgeleitet sein mögen, durch welche die Strecken at,a„aj 

auf die Grundstrecken ^1,62,^3 zurückgeführt sind, d. h. wir setzen 

87) Ic^^-a^^b^ + a^^b^ + a^^b^ 
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Bilden wir daaa das äulsere Produkt dieser 3 Strecken (^, Cf, Cg, so eriialten wir eine 
Oleidinng, weiche der Gleichung 74) genau entspricht, nämlich 



88) KcjCjI 



^1^ «1* «1* 

«2^ «2^ «2^ 
Ofo^ Oo^ Or^ 



. [61 6« fc3]. 



Der einzige Unterschied zwischen beiden Gleichungen besteht darin, dafe in der Formel 
74) das auf der rechten Seite neben der Determinante der a auftretende Produkt [ei % e^] den 
Wert 1 hat, während in der Formel 88) an dessen Stelle das Produkt [b^ ä* ä*] getreten ist, 
welches zufolge der Gleichung 86) selbst wieder eine Determinante ist Führen wir daher in 
unsere Gleichung für dieses Produkt seinen Wert aus 86) ein, so ergiebt sich die Gleichung 

89) [c^ (^ Cs] ^ Ja ^ß' 

Damit haben wir eine Formel gewonnen, welche das Produkt zweier Determinanten durch 
ein dreifektoriges äufseres Produkt ausdrückt Ein solches Produkt aber läfst sich nach unserm 
ersten Hauptsatz immer durch eine Determinante ersetzen. Um dieselbe zu erhalten, haben wir 
nur die 3 Faktoren Cj, Cg? ^s jenes Produkts als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken ß^, e,, e^ 
darzustellen, d. h. auf die Form 



90) jC2'-=y2^«l+y2^«2 4-/2^^3 

l^3=-y3^^i + y8*«2 + y3^^3 



zu bringen. Gelingt uns diese Darstellung, so geht die Gleichung 89) über in 

91) JaJß--Jy, 

wo Jy ^® Determinante der 9 Koefficienten y von 90) bezeichnet Damit wäre dann das Problem 
gelöst, das Produkt zweier Determinanten wieder durch eine Determinante von gleicher Elemen- 
tenzahl auszudrücken. 

Jene Aufgabe aber, die 3 Strecken ^1,^2,(33 als Vielfachensummen der 3 Grundstrecken 
darzustellen, bietet keinerlei Schwierigkeiten; denn wir brauchen offenbar nur in die Definitions- 
gleichimgen 87) für b\b^^b^ ihre Werte 82) einzuführen, wodurch sich ergiebt 

Die Vergleichung dieser Gleichungen 92) mit 90) liefert uns für die neue Koefficienten y 
die Werte 

93) y.^-=a,^ßx^ + a,^ßx^ + a^^ßx^, 

ein System von Gleichungen, welches zusammen mit 91) die Lösung des von uns gestellten Pro- 
blems in der gewöhnlichen Form enthält 

Um das gefundene Ergebnis noch etwas übersichtlicher zu gestalten, führen wir zum 
Schluls wieder die Strecken a und b ein. Wir bemerken, dals sich der Ausdruck 93) für die 
Elemente y^^ der neuen Determinante mit Hilfe jener Strecken kürzer darstellen läfst in der Form 

94) yn^-[(hc\bxl 
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95) 



[«1 «3 «s]. [61*2^3] 



Setzen wir diese WjBrte 94) in die Determinante Jy unserer Hauptgleichung 91) ein und 
ersetzen zugleich die Determinanten Ja und J^ dieser Öleichung durch die gleichwertigen äulseren 
Produkte aus 85) und 86), so erhalten wir anstelle von 91) die Formel 

Kl^i] \<h\h\ Kl*i] 
\<h\h\ [«jI^ä] \<h\K\ 
[öil^s] {<h\h\ \(h\h\ 

welche den Multiplikationssatz der Determinanten in kürzester Form enthält Derselbe lautet in 
Worte gekleidet: 

Zweiter Hauptsatz: „Multipliziert man 2 dreifaktorige äufsere Produkte miteinander, 
so erhält man eine Determinante, deren einzelne Zeilen sich ergeben, wenn man die Faktoren 
des ersten Produkts der Eeihe nach mit den Faktoren des zi^feiten Produkts innerlich multipliziert'' 



dafs die der rechten Seite der Gleichung 95) entsprechende Determinante 



unter 



Es möge schliefslich noch untersucht werden, in welcher Weise sich die Formel 95) ändert, 
wenn wir in derselben an Stelle der dreifaktorigen zweifaktorige Produkte einführen. Versuchen 
wir zunächst die Formel 95) mechaniscli auf den genannten Fall zu übertragen, so bemerken wir, 

allen Umständen eine Zahlgröfse wird. Auf der linken Seite müssen wir daher die beiden Felder 
Sa^a^i ^^<J ['^1^2!*) notwendig auf eine solche Weise miteinander multiplizieren, dafs das 
Ergebnis ebenfalls eine blofse Zahlgröfse wird, was nur bei innerer Multiplikation stattfindet. 
Wir gelangen daher durch rein mechanische Übertragung der Formel 95) auf zweifaktorige 
äufsere Produkte zu der Gleichung 

KIM \(h\h\ 



96) 



[«1 «21*1^2] = 



[»11^2] [^21^2] 

welche wir jetzt auf ihre Eichtigkeit hin zu prüfen haben. 

Zufolge der Definition der inneren Multiplikation zweier Felder ist unter dem inneren Produkt 

97) K 021*1*2] 

nichts anderes zu verstehen als das äulsere Produkt [«i ^2 'IL*! ^a]] ^^s dem Felde \a^a^ und 
der Ergänzung des Feldes \b^ h<^ , d. h. jenes Produkt kann aufgefafst werden als ein dreifaktoriges 
äu&eres Streckenprodukt, dessen Faktoren die Strecken a^ , Og und | [fej ig] sind. Wenn wir 
daher unser Produkt 97) mit sich selbst, oder was auf dasselbe liinauskommt, mit dem gleich- 
wertigen Produkte [&i*2|ö^^1 multiplizieren, dessen Faktoren 6^, h^ und Ifa^Oj] heifsen, so 
erhalten wir ein Produkt von 2 dreifaktorigen äufseren Produkten, auf welches unser zweiter 
Hauptsatz anwendbar ist Nach diesem wird 



*) Ich werde im folgenden nach dem Vorgänge von Mahl er (vgl. Mahler, Einleitung in die Graüsmannsche 
Ansdehnungslehre, Programm des Egl. Gymnasiums in Ulm. 1884. Seite 6) für das zweifaktorige Streckenprodukt 
stets den Ausdruck ^Feld* verwenden, welcher vor dem nicht ganz unzweideutigen Ausdrucke ^Flächenraum*' 
entschiedene Vorzüge besitzt und sich namentlich seiner Kürze wegen auch für Zusammensetzungen vortrefiFlich eignet 
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[oia,|&i6,]-[6iÄ,|o,o,l = 



[a,\b,] [a,\b,] 

Kl*,] [<h\h] 

[I [6i 6,]ai 0,] 

[Ol 1*1 ] [a»l*i] 



oder 



= [fh.<h\hbt] 



96) 



[Ol 0,1*1 i,] = 



[oi|6,] [a,\bt] 

und dividiert man endlich diese Oleichong mit [^i^jOiO]] =• [a^asldx&j], so erhält man in 
der That die oben angestellte Gleichung 

[a,\b,] [a,\b,] 

[(hM [(h\bi] 

Dieses Ergebnis, — wir wollen es als den dritten Hauptsatz bezeichnen, — können wir in 
folgender Form in Worte fassen: 

Dritter Hauptsatz: „Das innere Produkt zweier Felder ist gleich der Determinante, 
deren Zeilen man erhält, wenn man die Faktoren des ersten Feldes nacheinander mit denen des 
zweiten innerlich multipliziert" 



Wir wollen diesen Satz zum Ausgangspimkt für die Entwickelung von weiteren Be- 
ziehungen zwischen 2 Feldern verwenden. 

Aufgabe 8. Es soll vermittelst der Formel 96) das innere Quadrat eines Feldes [ab] 

bestimmt werden. Setzen wir in der Gleichung 96) das Produkt [aiO^] = [b^ b^] = [aÄ], so geht 

dieselbe über in 

a^ [a\b] 

[b\a] b^ 



[ab]^^ 



oder 



98) [afc]^-a^62._[a|6]2, 

eine Formel, die bereits oben (vgl. Nr. 37) bewiesen ist 

Aufgabe 9. Es soll die Bedingungsgleichung dafür aufgestellt werden, dalB zwei Felder 
{dl 02] ^^<^ [^1.^2] aufeinander senkrecht stehen. 

Wenn das Feld [b^ ^2] zu dem Felde [a^ a^] normal ist, so läuft seine Ergänzungsstrecke 
I [bi fejj dem Felde [a^ a^] parallel und es muTs daher das Produkt 

[cha,-\[b,b,]]=^0 

sein, wofür wir zufolge der Gleichung 36) auch schreiben können: 

99) [a^ % I 61 63] = 0. 

Das Bestehen dieser Gleichung ist also eine notwendige Bedingung dafür, dafs die beiden 
Felder aufeinander senkrecht stehen. Sie ist aber auch die hinreichende Bedingung; denn 
sobald die Gleichung 99) erfüllt ist, läuft auch umgekehrt die Strecke | [b^ 62] dem Felde [a^ a^] 
parallel, ihr Ergänzungsfeld [ft^ feg] s^^* *dso auf dem Felde [o^ Oj] senkrecht 

Um noch eine Bestätigung für das gewonnene Ergebnis zu gewinnen, seien insbesondere 
die beiden Felder in solcher Weise als Streckenprodukte dargestellt, dals ihre Schnittstrecke den 
ersten Faktor dieser Produkte bildet, d. h. in der Form [ab] und [ac]. Dann lautet die Bedingung 
des Senkrechtstehens wieder 



\ 



34 

100) . . . ; (ai|ac]=.0, 

wofür wir, da zufolge unseres dritten Hauptsatzes 

a^ [b\a] 



[o6|ac]= [aU] [ft|c] -a-[6|c] — [a|fi]|olc] ist, 

auch schreiben können 

101) a^[b\c] — [a\b][a\e]'-(i. 

TrefTen wir dann endlich noch betreff der zweiten Faktoren b und c unserer beiden 
Produkte [a6] und [oc] die Yoraussetzung, dafs sie auf der Schnittstrecke a beider Felder 
senkrecht stehen sollen, setzen also fest, es solle 

und 



|[o|ft] = 
\[a|c] = 



102) .,.,., 

sein, so reduziert sich die Gleichung 101) auf die Bedingungsgleichung 

103) [6|c] = 0. 

Damit haben wir die Bedingung für das Senkrechtstehen zweier Felder auf die einfachste Form 
zurückgeführt Mit Rücksicht auf die Gleichung 102) nämlich sagt die Gleichung 103) nichts 
anderes aus, als dafs der Neigungswinkel der beiden Felder ein Rechter sein muls. 

Aufgabe 10. Es soll das Produkt [afe|c|dj ermittelt werden. Wir setzen [a6]=-|e, woraus 
dann folgt, dafs auch umgekehrt { [ah] = e ist. Dann wird 

104) . . [a61c|d]«[|e|c|d]«|[ecrf]«[ecrfJ«[cde] = [crf|aÄ]«[ai|cd]. 

Aufgabe 11. Es möge das äufsere Produkt [ab^dc] der beiden Felder [ah] und [ae] 
bestimmt werden. Nach der Definition des äufseren Produktes zweier Felder (vgl. die Formel 42) 
ist unter dem Produkte [abac] ein Stück der Schnittstrecke a beider Felder zu verstehen. Wir 
haben daher zu setzen — 

105) [ab.ac] « Aa, . 

wo X einen Zahlfaktor bedeutet, dessen Gröfee noch zu bestimmen bleibt Zur Ermittelung des- 
selben haben wir uns aus der Streckengleichung 105) durch Multiplikation mit einem Felde eine 
Zahlgleichung abzuleiten. Wir setzen zu dem Zwecke 

i[m 
\[bc]^ \y 

und multiplizieren die Gleichung 105) mit dem Felde |y = [6c], wodurch sich ergiebt 

[afc|a;|^] « l [abc] 
oder mit Rücksicht auf 104) 

[a6|a^] « l [abc]. 

Die linke Seite dieser Hülfsgieichung läfst sich nun nach unserm dritten Hauptsatze 
ersetzen durch die Determinante 

[a\x] [b\x] 

[a\y] [b\y] 

welche sich, da die Produkte [a\x] und [b\y] verschwinden, auf den Ausdruck reduziert 

— [fe|aj] [0^1^]*== — [bac] [abc] = [a6c]*. 



106) I f""^ = '"^ 
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so dafe unsere Htilfisgleichung die Form annimmt 

aus der für l der Wert folgt 

l = [a6c]. 
Die Gleichung 105) geht daher über in die Schlufsformel 

107) [ab.ac] = [abc]a 



Zum Schlufs möge hier noch ein Gegenstand eine kurze Besprechung ünden, welcher 
schon in unserer letzten Aufgabe eine Bolle spielte und für die folgende Untersuchung beson- 
ders wichtig ist Bei der Behandlung der Flächenkrümmung nämlich wird es sich mehrfach 
um die Aufgabe handeln, aus einer Strecken- oder Feldgleichung eine Zahlgleichung abzuleiten. 
Für diesen Übergang bieten sich zwei Methoden dar. Das erste Verfahren ist bereits oben 
(vgl. Formel 6 und 38) eingehend entwickelt 

Wie dort gezeigt wurde, „erhält man die Längenzahl q einer Strecke a, indem man aus 
deren innerem Quadrat die Wurzel zieht", d. h. vermittelst der Formel 

108) a = VP^ 

Und ebenso „erhält man die Flächenzahl S( eines Feldes A. indem man aus seinem 
inneren Quadrat die Wurzel zieht", d. h. Termittelst der Formel 

109) 3t=yix. 

Fafst man in dem letzten Falle das Feld Ä als Ergänzung einer Strecke a auf, so ist 
zufolge des Begriffs der Ergänzung die Längenzahl q dieser Strecke gleich der Flächenzahl % 
jenes Feldes, folglich wird 21 auch darstellbar in der Form 

110) a-V^ 

d. h. „Man kann die Flächenzahl % eines Feldes A auch bestimmen, indem man die Ergänzung 
a des betrachteten Feldes ins innere Quadrat erhebt und aus diesem Quadrat die Wurzel zieht^^ 

Für manche Zwecke wird indes das soeben entwickelte Verfahren wegen der auftretenden 
Quadratwurzel unbequem; dann kann man den folgenden zweiten Weg einschlagen. Wir 
bezeichnen mit e« die Neigung der Strecke a, d. h. eine Strecke, welche mit a gleiche Eich- 
tung und gleichen Lauf hat, aber die Länge 1 besitzt Dann läfst sich offenbar (vgl. die For- 
mel 4) die Längenzahl o der Strecke a auch vermittelst der Formel gewinnen 

111) a = K|a], 

welche den Satz in sich schliefst: 

„Man erhält die Längenzahl a einer Strecke a, indem man diese Strecke mit ihrer Nei- 
gung Ca innerlich multipliziert" 

Es sei andererseits A ein Feld, dessen Ergänzung | J. « a gesetzt sein möge, woraus 

folgt, dafs auch umgekehrt A^\a sein mufs; bezeichnen wir 

femer noch die Neigung der Strecke a mit c« und nennen diese Strecke die Stellungsstrecke 
des Feldes -4, so dafs also unter der Stellungsstrecke eines Feldes nichts anderes zu verstehen 

2 
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ist als die Neigung seiner Ergänzung, so wird die Fiächenzahl St des Feldes A^ welche mit der 
Längenzahl q seiner Ergänzung a übereinstimmt mit Bücksicht auf 111) 

112) n^a^[ea\a]^[ea.Al 

worin der Satz liegt: 

„Man erhält die Flächenzahl eines Feldes -4, indem man dasselbe mit seiner Stellungs- 
strecke ßa äufserlich multipliziert" 



Sechster Abschnitt 
Tangentialebene und Fiacheunormalc. Bogenelement. Knryen auf der FlSche. 

Wir bezeichnen wieder wie in der Theorie der Raumkurven mit x die Strecke, welche von 
einem festen Punkte aus nach einem im Raum beweglichen Pimkt P hin gezogen wird, und 
nennen diese Strecke den Träger des Punktes P. Ist dann d- eine veränderliche Zahlgröfse, so 
wird die Gleichung 

113) x = X(^) 

die Gleichung einer Raumkurve sein, welche von dem Punkte P beschrieben wird, und die Glei- 
chung & « const giebt einen bestimmten Punkt dieser Raumkurve an. Lassen wiy also die Funk- 
tion X aufser von d- noch von einer zweiten Zahlgröfse lo abhängen, setzen also 

114) a; = iC(^,a>), • 

so stellt diese Gleichung eine krumme Fläche dar. Denn jeder Punkt ^ =- canst der oben be- 
trachteten Kurve erzeugt bei veränderlichem co eine neue Kurve, und alle diese Kurven bilden 
zusammen eine Fläche. 

Schon diese Entstehungsweiso der Fläche weist uns darauf hin, der bei der Erzeugung 
der Fläche auftretenden Kurvenschar, deren Gleichung wir kurz in der Form ^ = const schrei- 
ben können, und ebenso auch der zweiten durchaus gleichberechtigten Schar w « const unsere 
Aufmerksamkeit zuzuwenden. Da eine jede Kurve der einen Schar jede Kurve der andern 
schneidet, so bilden beide Scharen zusammen ein Netz, mit welchem die Fläche gewissermafeen 
übersponnen ist 

Wir wollen die Kurven der ersten Schar ^ = const , längs deren allein co variabel ist, 
kurz als die Kurven ii bezeichnen, 

während wir die Kurven der zweiten Schar (o = const^ längs deren allein & variiert, die 
Kurven nennen wollen. Sind dann 

und 01 zwei Nachbarkurven der einen Schar, 
10 und (jd + du) die diesen Kurven zugehörenden konstanten Parameterwerte 

und sind andererseits 

fl und flj zwei Nachbarkurven der anderen Schar, 
^ und & + d^ die diesen Kurven zugehörenden konstanten Parameterwerte, 
so schUefsen diese 4 Kurven eine unendlich kleine Masche unseres Kurvennetzes ein, deren 
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Stellung zugleich die Stellung der Tangentialebene des Punktes d-, lo angiebt Den 4 Eckpunkten 
dieser Masche (Kg. 27) gehören die Träger zu 

und es werden daher die beiden von x 



ausgehenden Linienelemente ihrer Länge 
und Richtung nach dai^estellt durch die 
Ausdrücke 



Fig. 27. 



115) 



d^ = ooi — X = 



dx 

dx 



d& 



da/X = X^ X =^ -r-d(0 



d. h. „Man erhält die vom Punkte x 
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ausgehenden Linienelemente der Kurven 
& und a der Länge und Richtung nach, 
indem man die partiellen Diflferenzial- 

quotienten ^^ und -r- bezüglich mit 

d\r CO) 

dd- und d(a multipliziert" 

Hieraus folgt sofort die geometrische Bedeutung jener Dififerenzialquotienten selbst: 

^ dx stellt ein begrenztes, endliches Stück der Tangente 

der Differenzialquotient ^ ^^ ^^^ ^ 

ein begrenztes, endliches Stück der Tangente 

der Kurve ß dar. 



dx 
und der Differenzialquotient — 



Das von den 4 Kurven (Mg. 28) 
eingeschlossene, unendlich kleine Feld dO^ 
— wir wollen es nennen das Maschen- 
feld des Punktes x — werden wir er- 
halten, wenn wir die beiden Differenziale 
115) äufserlich miteinander multiplizieren, 
wodurch sich ergiebt 



Fig. 28. 



116) 



dO 



[ 



dx dxl 



dd^dct). 



so 




dd'do)] 

Multipliziert man anstelle der Diffe- 

dx 
renziale die Differenzialquotienten -z^ ^^^^ 

-r- 1 bildet also das Produkt ttt: -tt- 
dm \^d^d(a^ 

erhält man ein endliches Stück der Tangentialebene des Punktes x seiner Gröfse und Stellung 
nach, — wir wollen es das Tangentialfeld des Punktes x nennen. Bezeichnen wir endlich 
noch die Ergänzungsstrecke dieses Feldes mit 7^, setzen also 

2* 



117) 



n 
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so stellt die so definierte Strecke n ein Stück der Flächennormale dar und möge die Norma- 
lenstrecke des Punktes x heifsen. Übrigens ist dann auch umgekehrt das Tangentialfeld 

öx Sx 

die Ergänzung der Normalenstrecke w, so dafs wir noch die Gleichung aufetellen können 



HL 



[dd' 



d»d(x} 



118) 



dx 



dO)] ' 



n 



Nach diesen Torbereitungen wird es leicht, die Gleichungen der Tangentialebene und der 
Flächennormale abzuleiten. Bezeichnen wir den laufenden Träger der Tangentialebene mit ^ und 
den Berührungspunkt derselben wie bisher mit x^ so hat die Gleichung dieser Ebene nur auszu- 

dxdx 
dd-dä) 



drücken, dafs die Strecke ^ — x dem Felde 



angehört 



Die Gleichung der Tangentialebene des Punktes x wird also lauten 

= oder mit Bücksicht auf 118) [(^ — x) | w] = 



119) [(?-x)g^^ 



In der letzteren Form sagt sie aus, dafs jede Strecke § — x der Tangentialebene auf der Normalen- 
strecke n des Punktes x senkrecht steht 

Entsprechend erhalten wir für die Flächennormale des Punktes x ohne weiteres die 
beiden Gleichungsformen 



>^»>H»i(SS)]=« 



und 



[(^-x).n] = 0, 



in denen jetzt ^ den laufenden Träger der Flächennormale, x den Fufspunkt derselben bezeichnet 



Für manche Untersuchungen erscheint es unbequem, dafs der Normalenstrecke n und den 

dx 3x 

Tangentenstrecken ^^ und ^- eine Länge anhaftet, welche von der Form der zu Grunde gelegten 

Ort dU) 

Gleichung x = iC(^, ut) abhängt Um von dieser zufalligen Gleichungsform unabhängig zu werden, 

führen wir neben den 3 genannten Strecken 3 andere Strecken Cy, e^j ea, ein, welche in Eich- 

Sx Sx 
tung und Liauf mit den Strecken n, -r^, ^- durchaus übereinstimmen, aber die Länge 1 besitzen 

mögen (Fig. 29, S. 39), und nennen diese Strecken bezüglich die Neigungsstrecken der 
Normale und der beiden Tangenten. Dann erhalten wir die Neigungsstrecke e^, indem wir die 
Normalenstrecke n durch ihre Länge, d. h. durch die Wurzel aus ihrem inneren Quadrat divi- 
dieren, also vermittelst der Formel 

121) ^--^V^- 

Entsprechend ergeben sich für die Neigungsstrecken der beiden Tangenten die Werte 



8d 



122) 



c* = 



dx 



m) 



und 



8(0 



^lO 



n 



dw) 



2 



für welche wir, falls wir mit Oaofs die Bezeichnungen einfuhren 

2 



123) 



(; 



auch schreiben können 
124) .... 




d») 



dx 
dto 



E 



F 






1 dx 



e^ = — ;= -TK ußd 



6(f} — 



1 dx 



Aus diesen Gleichungen lä&t sich dann leicht der Winkel tf» ableiten, den die Kurve Q 
mit der Kurve £i bildet Man findet [dx | ftcl 

125) cosxp=^[e<,\e4^^^^\^^ ^ ^ 



yso \Eo' 



eine Formel, aus welcher folgt, 
dals die beiden Kurven aufein- 
ander senkrecht stehen, wenn 

126) . . J^=0 
ist, was sich übrigens bei der 
Bedeutung von F von selbst 
versteht. 

Aus den oben entwickel- 
ten Formeln 115) für die Bo- 
genelemente der Kurven und 
Si ergeben sich die Längen d^ 
und dijß dieser Elemente in ge- 
wöhnlicher Weise durch Aus- 
ziehung der "Wurzel aus dem 
inneren Quadrat dieser Strecken, 
wodurch vrir erhalten 



Fig. 29. 



127) 






dd^ 



duS 



du) 



yädtü 

Um aber auch ein auf der 
Fläche ganz beliebig verlaufen- 
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des Bogenelement bestimmen zu kömien, verzeichnen wir auf der gegebenen Fläche eine dorch. 
den Punkt ^, o) gehende, im übrigen aber ganz beliebige Kurve yl und denken uns dieselbe ana^ 
lytisch durch die beiden simultanen Oleichimgen 

128) i»-»a) 

ausgedrückt, welche zusammen mit der Gleichung der Fläche 
129) ic=*iC(^,co) 

die betrachtete Kurve darstellen. Setzt man die Werte 128) in die Gleichung 129) ein, so er- 
hält man die neue Gleichimg 

130) «^=^(*<i).«'a)) 

oder kürzer geschrieben die Gleichung 

131) ^^^1)1 

welche die Gleichmigen 128) und 129) vollständig ersetzt Sind dann 

X '^X(X) und a:^ = a: + d^x ^= x^x-{-dX) 
die Träger zweier Nachbarpunkte der Kurve ^ und 

P^*<^> und ^ + ^i*=**a + ^) 

die diesen Punkten zugehörigen Flächen- 
Parameter, sind endlich und ß, ©^ 
^ imd ßi, die vier durch die Punkte x 

^'^ — ^^^^y'^ . ,^^ und Xi bestimmten Kurven des Kurven- 

■^ ^jV/^'^ ^--^^o. a^ netzes, so wird das Differenzial d^x zur 

^V^'^^Xr^'-"---^ Diagonale der durch die 4 Kurven ge- 

il'^ X yK. \ ^■^'^'-s^ bildeten Masche (Fig. 30) und analytisch 

dxx «= xß -f rfi) — X{i) 

o' / \ \ ^^^ ^^^^ ^^^ Taylorschen Satze abge- 

sehen von unendlich kleinen Gröfeen 
zweiter Ordnung 

l 132)rf,x = -d,^ + -rf,c., 

ein Ausdruck, welcher sich, falls wir 

unsere Masche als Parallelogramm auffassen, auch aus der Figur ablesen läfst Der DiflPerenzial- 

dx 
quotient ^ stellt wieder dem obigen entsprechend die Tangentenstrecke der Kurve ^ dar und 

wird ausgedrückt durch die Gleichung 

^oox ^ dxd&dx dw 

dX dd" dX d(o dk' 

Aus der Formel 132) ergiebt sich in gewöhnlicher Weise die Länge d^^s des Bogenelementes 
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oder, falls wir unsere Bezeichnungen 123) einfiihren, 

134) d^s = ySd^»^ + 2Fdj^&d^a} + Gdj^(a\ 

Die Formel 133) wird sogleich noch eine andere Verwendung finden. Denken wir uns 
auf der Fläche neben dem Netze der Kurven und fl noch ein zweites Kurvennetz konstruiert, 
dessen Kurven mit ^ und M bezeichnet sein mögen, und stellen dasselbe analytisch durch die 
Gleichungen 

135) P^*^^'^^ dar, aus denen 






für konstantes fi eine Kurve ui und 

für konstantes X eine Kurve M entspringt, 
so ergiebt sich für x durch Einführung der Werte 135) in die Gleichung x = X(^, «) die neue 
Parameterdarstellung 

Auf die Kurven ^ und M unseres neuen Netzes lä&t sich dann die oben gefundene 
Formel 133) ohne weiteres anwenden, nur müssen wir anstelle der totalen partielle Diflferenzial- 
quotienten nach X und (m einführen und erhalten daher für die Tangentenstrecken der Kurven 
^ und M die beiden Formeln 



137) 



'dx dx dd- dx du) 

M^dd- äX "^öw dx 

dx _^dx dd- dx d(0 



Wir wollen diese Formeln erstens dazu benutzen, um die Bedingung für die Orihogo- 
nalität der Kurven A und M abzuleiten. Zunächst ergiebt sich zufolge der Bedeutung von 

^y und 3- jene Bedingung in der Form 



woraus durch Einführung der Werte 137) folgt 

l\d» ex ^ d(o dlJWd» dfi ^ dta dfij] 

Ist diese Gleichung erfüllt, so schneiden sich die Kurven A und M rechtwinklig. 

dx 

Zweitens aber können wir aus den Formeln 137) auch auf die Lage der Strecken -^ und 

dx 

— gegen die Tangentialebene und die Flächennormale einen Schlufe ziehen. Aus der Form der 

^^ ^ dx ^ dx 

Gleichungen 137) folgt nämlich ohne weiteres, dafs die beiden Tangentenstrecken ^ und — 

dem Felde -^— - , d. h. dem Tangentialfelde angehören. Dieselben müssen daher auf der 

dd' d(oj 

Nonnalenstrecke n und deren Neigung ey senkrecht stehen, so dafs sich die Gleichungen ergeben 
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146) 



140) 



HS]-». 

[-11]-»- 



dx dx 

Diese Gleichungen, welche übrigens, fidls die Strecken -^ und -r— gegeben sein soU- 

OAi Oft 

ten, auch zur Bestimmung der Richtung von Cy dienen können, werden dadurch für die wei- 
teren Untersuchungen besonders wichtig, dafe sie für jede Lage des Punktes x Gültigkeit 
haben und daher auch richtig bleiben, wenn man sie nach X und ju differenziert Dasselbe 
gilt auch von der die Länge der Neigungsstrecke ey bestimmenden Gleichung 

141) e„^ = L 

Führen wir die angegebene Differenziation der Gleichungen 141) und 140) nach l und fi 
wirklich aus, so ergeben sich die 6 Gleichungen 

^^'^1 =0 und L 



142) 



143) 



144) 



r p^i _ 



dX 

dX\ 

d^ 1 
dXdfx] 



dßy 



= 0, 



dßy 

~dX 

'dßy 



dx 
öl 

dx 



] 



und 



und 









dßv I Sx 



dfJ> I dX 
dSy I dx 



]■ 
]. 



durch deren Verknüpfung endlich noch eine siebente Gleichung 



145) 



dey 
'dX 



dx 



~Lö^ ärj 



dfi I dX 

entspringt 

Da diese 7 Gleichungen für ein ganz beliebiges Kurvensystem ^, M abgeleitet sind, so 
gelten sie selbstverständlich auch für das unserer ganzen Betrachtung zu Grunde gelegte Kur- 
vennetz 0, ß. Bezeichnen wir daher mit Gaufs die drei äufseren Produkte 



' dx dx dV 
dd^ ~dü)d»^ 



dx dx dh) 



dS^du) dd^dü) 



dx dx d'^x 
dd" dio dw^ 



mit Z>, D*^ D'\ so ergeben sich, falls wir noch die Gleichungen 118) und 121) berücksichtigen, 
die folgenden Formeln 



' _{dxdx d^i _ r 



Idd- 



dx d^ 



2>" = 




du) dd'dw 
dx d^ 



]-[» 






V^ 



= -«/»^ 



Sw da 






d^x 
d»\ 

d^ ' 
d»diü 
d^x 
dw^ 



— y^ 



dx' 
d^ 
dey I dx 



dßy 

d& 



diu I dd^ 

dßyl dx 
dij\ d(jJ 



d^ 






dx] 
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Siebenter Abschnitt 

Bas Erflnunungsmafe und die Abwickelung der Flächen. 

um den Begriff der Kjrümmung einer Fläche festzustellen, erscheint es zweckmäfsig, auf 

den entsprechenden Begriff bei Kurven zurückzugehen. Wir verstanden unter der Kxünimung x 

einer Kaumkurve den reziproken Wert des Krümmungsradius und fanden für dieselbe noch einen 

dr 
zweiten Ausdruck (vgl Formel 22) x ^ -p, in welchem de den Kontingenzwinkel und ds die Länge 

des dazugehörigen Bogenelementes bezeichnete. Diese letzte Darstellung nun läfst eine Auffassung 
zu, bei welcher eine unmittelbare Übertragung des Begriffe der Krümmung einer Kurve auf die 
Krümmung von Flächen möglich vrird. Der Winkel dz liegt nämlich aufser zvrischen 2 benach- 
barten Tangenten auch zwischen den dazugehörigen Hauptnormalen der Kurve. Erzeugt man 
sich nun auf einer Kugel mit dem Radius 1 ein Bild der Raumkurve in der Weise, dafs man 
durch den Mittelpunkt der Kugel zu der Hauptnormale eines jeden Punktes der Baumkurve eine 
Parallele zieht und nennt denjenigen Punkt, in welchem diese Parallele die Kugelfläche schneidet, 
das Bild jenes Punktes, so ergiebt sich als Bild des Bogens cfe, auf der Kugel ein Bogen 
von der Länge dT\ und wir gelangen daher zu der folgenden neuen Definition der Krümmung 
einer Kurve: 

„Die Krümmung einer Kurve in einem Punkte x ist ein Bruch, der sich ergiebt, wenn 
man das an jenen Punkt angrenzende Bogenelement mit Hülfe der Hauptnormalen auf einer 
Kugel vom Radius 1 abbildet und die Länge dz des Budes durch die Länge ds des Bogen- 
elementes selbst dividiert ^^ 

Dem entsprechend nun stellen wir für das Krümmungsmafs einer Fläche die folgende 
Erklärung auf: 

„Unter dem Krümmungsmafs x einer Fläche in einem Punkte x verstehen 
wir einen Bruch, der sich ergiebt, wenn man das an jenen Punkt angrenzende 
Flächenelement mit Hülfe der Flächennormalen auf einer Kugel vom Radius 1 ab- 
bildet und den Inhalt dfT des Bildes durch den Inhalt dS des Elementes selbst 
dividiert" 

Im folgenden soll nun das so definierte KrünmiungsmalB 

147) >t-:7i (erster Wert) 

durch die Funktion x = X{^^ ^a) und ihre Differenzialquotienten ausgedrückt werden. Bevor vrir 
aber dazu übergehen-, haben wir noch eine Bestimmung über das Vorzeichen der Gröfeen dS 
und £{T zu treffen. Wir wählen als das an den Punkt x angrenzende Flächenelement das 
Maschenfeld des Punktes x^ für welches wir oben (Formel 116) den Ausdruck gefunden haben 



11«) '^^-[Sa^>^' 



eine Darstellung, durch welche dem Element dO zugleich ein bestimmter Umlaufungssinn bei- 
gelegt ist Wir denken uns dann femer die zur Konstruktion des Bildes erforderlichen Parallelen 

3 



44 

vom Mittelpunkte der Einheitskugel aus — wir nehmen denselben im Anfangspunkt der Träger 
an — stets nach derjenigen Seite hin gezogen, nach welcher die Normale n unserer Fläche läuft 
Alsdann gewinnt die Gleichung der Einheitskugel die einfache Fonn 

148) ? = ^y (^, a>) , 

in dem Sinne, dafs jedem Punkte ^, w der gegebenen* Fläche derjenige Punkt | der Einheitskugel 
entspricht, welchem dieselben Parameterwerte ^, w zugehören. Dem Kurvennetz 0, ii unserer 
Fläche entspricht denmach wieder ein Kurvennetz 0, ß auf der Kugel, dem Maschenfeld dO der 
Fläche ein Maschenfeld dT der Kugel, und dieses Feld dT ist zugleich das gesuchte Bild des 
Feldes dO. Als analytischer Ausdruck ergiebt sich für dasselbe nach Analogie von 116) und 
mit Rücksicht auf 148) der Wert 

dßy dßy 

durch welchen auch für das Bild dT auf der Kugel ein bestimmter Umlaufungssinn festgelegt 
ist. Wir setzen dann betreffe der den Feldern dO und dT zugehörigen Flächeninhalte 

dS und dT fest, es solle dS stets positiv genom- 

me„, äT aber /P-ö- oäer\ g,,^, ,,,,,„^ .^ „..^dem von derjenigen Seite aus betrachtet, 

( n^ativ j 



149) dT^ 



dd^dco^ 



nach welcher ey läuft, dT J -^-"-"-'-^** --^-' i g^j^ umlaufen wird wie dO 



in demselben oder| 
entgegengesetztem j 

Die wirkliche Bestimmung der Gröfsen dS und rfT bietet jetzt keine Schwierigkeiten 
mehr, da die oben für die Bildung der Flächenzahl eines Feldes entwickelten Formeln 110) 
und 112) uns den einzuschlagenden Weg vorschreiben. Um dS zu ermitteln, benutzen wir 
die Formel 110); ihr zufolge haben wir zunächst die Ergänzungsstrecke von dO zu bilden, 
welche lautet 



XTT TT d^do) = nd&do). 



diese Strecke ins innere Quadrat zu erheben und aus dem Quadrat die Wurzel zu ziehen. 
Dadurch ergiebt sich 

150) dS^yn^d&da), 

wobei die Wurzel zufolge unserer obigen Festsetzung positiv zu nehmen ist 

Zur Bestimmung der Gröfse dT andererseits verwenden wir die Formel 112), welche in 
diesem Falle vor der Formel 110) den Vorzug verdient, da sie gestattet, auch die im obigen 
getroffene Wahl des Vorzeichens von dT in einfacher Weise zum Ausdruck zu bringen. 
Nach der Formel 112) erhalten wir die Flächenzahl des Feldes dT, also den absoluten Wert 
der Gröfse dT, indem wir das Feld dT mit seiner SteUungsstrecke, d. h. mit der Neigung seiner 
Ergänzung äufserlich multiplizieren. Die Stellungsstrecke des Kugelfeldes dT aber wird offen- 
bar — falls wir von ihrem Lauf, welcher von dem Umlaufungssinn des Feldes dT abhängt, für 
den Augenblick absehen — durch den Träger »ey des dazugehörigen Kugelpunktes dargestellt; 
und zwar wird mit Rücksicht auf den Begriff der Ergänzung (vgl. S. 6 und 16) jene Stellungs- 

>? jö nachdem von der Seite aus gesehen, nach welcher ey läuft, dT 
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J . , ^_^ \ Sinne umlaufen wird wie dO. Wir bekommen somit für den absolu- 

I m entgegengesetztem 1 

ten Wert der Gröfse dT den folgenden Ausdruck: 

dCy SCy 



151) Der absolute Wert von dT ist = 



+ e. 



dd-Sü) 



wo die Wahl des Vorzeichens nach dem soeben angegebenen Kriterium zu treffen ist Da nun 
aber diese Zeichenregel mit der oben für das Vorzeichen von dT gegebenen durchaus überein- 
stimmt, so mufs sich die Gröfse dT (mit Vorzeichen) aus dem Ausdruck 151) einfach dadurch 
gewinnen lassen, dafs wir in diesem das doppelte Vorzeichen unterdrücken; denn dann wird 
wirklich dT positiv, wenn von der Seite ausgesehen, nach welcher ey läuft, dT in demselben 
Sinne umlaufen wird wie dO, im entgegengesetzten Falle aber negativ. Wir erhalten somit 
für dT die folgende auch dem Zeichen nach gültige Schlufeformel: 



152) dT 



dey dCv] 



Führen wir schliefslich noch die gefundenen Ausdrücke 150) und 152) in die Gleichung 
147) ein, so erhalten wir für das Krümmungsmafs der Fläche den folgenden zweiten Wert: 



r dßy dey'\ 
153) ._r^*=J 



n^ 



aus welchem durch Erweiterung mit '^n^ noch die Nebenform entspringt 

dßy dSy 



154) X = j 



n 



] 



nr^ 



übrigens können wir diesen Ausdrücken 153) und 154) sofort noch einen dritten Wert 
des Krümmungsmafses an die Seite stellen, in welchem auch in den DifFerenzialquotienten des 
Zählers anstelle der Neigung ey der Flächennormale die Normalenstrecke n selbst auftritt. 
Bezeichnen wir der Kürze halber den reziproken Wert der Länge von n mit ^, d. h. setzen wir 

1 



so dafe also X einen von 3- und co abhängenden Zahlwert darstellt, so wird 

ey = Xw, folglich 

dCy ^ dn ^ dl 

dey ^ Sn , dl 

TT- = l -^ h -TT- ^• 

do) ooj d(a 

Der Zähler unserer Formel 154) nimmt somit die Form an 
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[» 



dßy dßy 



= ;i2 



n 



n 



dn dn 
dn dn' 



n^ 



und für das Erümmungsmars ergiebt sich daher der folgende dritte Wert: 

dn dn 



155) 



x = 



n 



d& da) 



2 \2 



(n^) 



seinen Wert 



Eine weitere ümfonnung des Ausdrucks 154) erhalten wir, wenn wir im Zähler für n 

doc doc 

einführen, wodurch jener Ausdruck übergeht in 



d» dw 



X 



dßy dßt 



dd- dio 



dx dx' 

~dd-'dü) 



n^ 



d. h. nach unserm dritten Hauptsatz (vgl. S. 33) in: 



X = 



n^ 



oder mit Rücksicht auf 146) 



\dey 


dxl 




'dCy dx'\ 
do) dS^ 


dd- 


ö^j 




\dey 


dx' 




'dßy ftc"| 

dci) d(oj 


Idd- 


d(a 





n^ 



1 



D 



D- 



D 



B" 



Es eigiebt sich also für das KrümmungsmaJs der vierte Wert 

Diy' — Ty^ 



156) 



X = 



a\2 



(n^) 



In diesem Ausdruck 156) nun läfst sich wieder der Nenner leicht durch die Grölsen 
JE', F^ G ausdrücken. Denn es ist (vgl. Formel 39) 

dx dx^^ 



w- 



dd^ du) 



wofür wir zufolge der Formel 37) auch schreiben können 



iwmH 



\dU)^ 

oder mit Bücksicht auf unsere Bezeichnungen 123) 

157) . . . . n^^EO — F^ 

Der Nenner des Wertes 155) wird daher 

(n^^ = (EQ—F^)\ 



dx \dx' 
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Aber auch der Zähler unseres Ausdruckes 156) läJst eine Umformung zu, vermöge deren 
er sich in eine Funktion der 3 Gröfsen E, F^ G und ihrer Diflferenzialquotienten verwandelt, 
eine Umformung, welche uns zu einer wichtigen Eigenschaft des KrümmungsmaTses fiihren wird. 
Wir rechnen, um jene Umwandlung zu erhalten, die Produkte DD** und D*^ wirklich aus. Es ist 

dx dx fl^aj"! VQx dx d^' 
3^ 3w W*\ ' [j» du) dä)^ 

und dieses Produkt wird nach dem Multiplikationssatz der äuiseren Produkte (vgl. S. 32) 

dx\ dxl \'d*x\ dx 



DD*' 



[dz I dxl 



dx 






ö»a5l 



r 



[ 



d^x I dx 



d»^ I dO) 

d^ I d^ 



dcü»J \d»^\du}^ 



] 



E 



F 



F' 



O 



[dx I dxl 



1 
2 
dx 



m 



dx 
dd^ 



dx ' 
d(o 



dco 



1_ 
2 



m 



d» 



d» 

2 



m 



2 



doi 



dx\^ 



d» 



1^ 

2 



(£) 



E 



F 



dF 
da 



i_dG 

2 d» 



da 
F 

G 

\_dO 
2 dia 



ra*B I d'xi 



i_dE 

2 d» 
dF_l_djE 
d» 2 dco 

d*x I d*x 



[ 



d»^ do)^ 



] 



Hiermit ist das Produkt DD** abgesehen von dem letzten Elemente der Determinante in der 
That bereits als Punktion der Gröfsen j&, F^ O und ihrer Diflferenzialquotienten dargestellt. Eine 
entsprechende Entwickelung ergiebt sich aber auch für das Quadrat von D', denn es wird 



D'» 



[: 



dx dx d^x 



d» dw d»d(a 



dx dx d^ 



] 



dx\ dxl 
d»\da}\ 



d* du) d&do) 
d^ 



(dx\ dxl r 



dx 




dx 
d» 



dH 



dd-dCD 



m 



d^ 



d^dio 



dd-dia \dd- 
r d^ I dx 

J \d»do>J 



] 
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E 



F 4- 



F G 

Ti^dE 1 80 
2 d(o 



2 do> 
2 d» 



1^80 ( S*x \ 
2 d» \d»da) 



Es ist somit auch hier abgesehen vom letzten Element tiberall die Einführung der Gröfsen 
E, F, O gelungen. Bilden wir daher jetzt die Differenz DD"—D'*, so erhalten wir eine grofee 
Anzahl von Gliedern, welche nur von den Gröfsen E, F, G und deren Differenzialquotienten 
abhängen, aufserdem aber noch das folgende Produkt: 



1^«' <*°-'^{piSj 






und es kommt mithin nur noch darauf an, den zweiten Faktor dieses Produktes durch E, F, G 
auszudrücken. Es ist 



I 






dx 
8(0 



dx 



dx 
dw 



1 ^ © 



Diese Gleichung düBFerenzieren wir, um 






ÖW2 



dü) 



zu erhalten, nach cw, wodurch sich ergiebt 



ö*2 



d^x 



+ 



3% 



dx' 



dx 
dd- 



dx 
d(o 



t »■ (I) 



dd^diü 



do)^ 



Es ist ferner 



■ d^ 


dx' 
d(o 


dd-dco 



. ^ © 



dd- 



woraus durch Diflferenziation nach d- folgt 



dx\^ 



\d»do)) ^ 



d^ 



d^^dü) 



dx 
dw 



I K£) 



d*« 



Subtrahieren wir diese Gleichung endlich von der Drittletzten, so ergiebt sich ims für den 
gesuchten zweiten Faktor des Produktes 158) der Ausdruck 









J \d»d(o) ~ 2 



ö»ö d^F 

+ 



1 d*E 



dd-* ' dd-dia 2 do)*' 



welcher in der That der oben gestellten Forderung entspricht Schliefslich erhalten wir für das 
Krümmungsmafs x den folgenden fünften, allein von JE', F, G und deren Differenzialquotienten 
abhängenden Wert 
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159) X = 



4 (EG — F^) 



E 



+ F 



+ Ö 



( 

( 
( 



dE 89 
do) do) 
SEdG 
8» do) 
dE dO 



^SFdG 
dd- dui'^ 
dE 80 
8(0 8» ' 



m 
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dE dF 

ds^ ad- dd doß'^ 



dd- dd 
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do) dio 



d^ da) 



) 



— 2 (EO 



' \8»* 



d^F 



+ 



8*E 



) 



dd-do) • do)^ 

» 

Die oben gekennzeichnete und durch die Formel 159) ausgedrückte analytische Eigenschaft 
des Erümmungsmalses hat nun auch eine wichtige geometrische Bedeutung. Auf diese werden 
wir geführt, wenn wir bemerken, dafe auch der Ausdruck für das Bogenelement der Fläche 
(vgl. die Formel 134, bei welcher wir jetzt nur den Index X unterdrücken) 

160) ds « V£a^2 ^ 2Fd&dap + Ödw« 

aufser von den DifiFerentialen dd- und dio nur von den Gröfsen E, F, O abhängt Um die Be- 
deutung dieser Thatsache zu übersehen, denken wir uns zwei Flächen gegeben x^X(^^a)) und 
^i=^(^,w) und auf beiden diejenigen Punkte einander zugeordnet, welche denselben Werten von 
-d- und 0) zugehören. Dann wird das Bogenelement ds^ der zweiten Fläche, welches dargestellt 
sein wird durch die Formel 



161) dsi=yEidd^^ + 2Fidd'd(o+ Oidw^, 

im allgemeinen von dem korrespondierenden Bogenelem^nte 160) der ersten Fläche verschieden 
sein. Setzen wir aber von der zweiten Fläche voraus, ihre Gleichung sei nicht vollkommen 
willkürlich, sondern habe die Eigenschaft, dafs die ihr zugehörigen Orölsen E^, F^, O^ mit den 
entsprechenden Gröfsen Ey F, Q der ersten Fläche für je zwei korrespondierende Punkte beider 
Flächen einander gleich sind, so wird auch ds^^ds werden. Und da diese Beziehung für je 
zwei entsprechende Bogenelemente gültig ist, so wird sich die zweite Fläche so verbiegen lassen 
müssen, dafs jeder von ihren Punkten auf den entsprechenden Punkt der ersten Fläche zu liegen 
kommt, d. h. es wird, wie man zu sagen pflegt, die zweite Fläche sich auf der ersten „abwickeln" 
lassen. Wir haben somit als erstes Eigebnis unserer Betrachtung den Satz gewonnen: 

Gelten für 2 Flächen a; = rc(^, «) und x^^Xi{&,to) allgemein die Gleichungen 
162) . . . E^»^ 0,) = E^(j^^ u>) , J'c^, «) = -Pi(^, ta) , G(^, «) = Oii^> «) 
so sind die beiden Flächen aufeinander abwickelbar. 

Wir können aber zweitens auch die Umkehrung dieses Satzes, d. h. den Satz beweisen: 

Läfst sich von 2 Flächen x=-X(^^ia) und Xy=-x^(ß^ta) die eine aus der andern durch 
blofse Biegung erzeugen, derart dafs bei dieser Verbiegung je zwei Punkte aufeinander fallen, 
welche gleichen Werten von ^ und cd zugehören, so bestehen für diese Flächen die drei 
Oleichungen 

162) E^E^, F^F^, G=^0^. 

Denn da in dem angegebenen Falle für jeden Wert von ^ und o) und für beliebige Zuwüchse 
d* und du) ds^ds^ oder mit Rücksicht auf 160) und 161) 

Ed»^ + 2Fd»d(o+Gdu)^ = E^d»^ + 2F^dd'da)+Q^d(o^ 



50 

ist, so mufs wegen der völligen Willkürlichkeit der Zuwüchse dd- und cUo für jeden Wert von 
S- nnd 0) einzeln 

162) E^E^.F^F^, O^G^ ' 

sein, ein Ergebnis, welches wir auch aussprechen können in der Fonn „Bei der Verbi^gim^ 
einer Fläche ändern die 3 Funktionen E, F, O ihren Wert nicht" Und damit ist bewiesen, 

• ^^^ 

dafe die Gleichheit der 3 Funktionen E, F, O für die Abwickelbarkeit zweier Mächen auf- 
einander nicht nur die hinreichende sondern auch die notwendige Bedingung ist 

Nach der Formel 159) nun hängt der Wert des Krünmiungsmafses einer Fläche allein 
von den Gröfeen E, F, O und deren Dififerenzialquotienten ab. Sind daher wieder 2 Häcben 
gegeben, für welche jene Gröfsen gleiche Werte besitzen — und dies ist nach unsenn soeben 
bewiesenen Satze bei 2 aufeinander abwickelbaren Flächen stets der Fall — so besitzen beide 
in je zwei entsprechenden Punkten dasselbe Krümmungsmals; und wir können daher den Satz 
aussprechen: 

Durch Verbiegung einer Fläche ändert sich ihr Krümmungsmafs nicht 
Diejenigen Flächen, welche sich durch Verbiegung einer Ebene erzeugen lassen, nennt 
man schlechtweg abwickelbare Flächen. Da nun für eine Ebene das Krümmungsmafs = ist, 

rfT 
— denn üi dem Bruche -j^ verschwindet seiner Bedeutung zufolge der Zähler dT — so -wird 

für alle abwickelbaren Flächen das Krümmungsmafs = 0. 

Achter Abschnitt 

Ebene Schnitte einer FlSche: Normalschnitte, schiefe Schnitte, Hauptschnltte. 

Beziehung zum Erttmmnngsmafs. 

Wir wenden uns nunmehr zur Untersuchung des Zusammenhanges, welcher zwischen dem 
Krümmungsmals einer Fläche und den Krümmungen der durch dieselbe gelegten ebenen Schnitt« 
besteht und betrachten zunächst die durch einen Punkt der Fläche gelegten Normalschnitte. Es 

sei in einem beliebigen Punkte x^Xf^^^to) die Normale w= "Jöt'ö-- errichtet, imd sei durch 

diese Normale eine beliebige Ebene hindurchgelegt, welche die Fläche in einer Kurve schneiden 
möge. Die Gleichung dieser Kurve wollen wir, um im Folgenden möglichst^ einfache Formeln zu 
erhalten, in der Form 

163) a; = rc(«) 

voraussetzen, in welcher s die Länge des von einem festen Punkte der Kurve aus gerechneten 
Bogens bezeichnet Dann werden wir für die Krümmung dieser Kurve unmittelbar die Aus- 
drücke verwenden dürfen, welche wir im ersten Teil dieser Abhandlung auf S. 11 und 12 für 
die Krümmung einer Raumkurve entwickelt haben. Nur in einer Beziehung wollen wir von 
den dort abgeleiteten Formeln abweichen. 

Bei der Betrachtung der Krümmungen in den verschiedenen Punkten einer einzigen Baum- 
kurve nämlich ergab sich uns nirgends ein dualistischer Gegensatz, welcher uns genötigt hätte, 
bei diesen Krümmungen eine Scheidung nach dem Vorzeichen vorzunehmen, d. h. neben positiven 
auch negative Krümmungen einzuführen, sondern wir setzten die Krümmung einfach gleich dem 
reciproken Wert des Krümmungsradius oder, was auf dasselbe hinauskommt, gleich der absolut 
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genommenen Länge der Ertlmmungsstrecke a;". Anders wird dies, wenn wir zu den Erümmungen 
der verschiedenen Normalschnitte in einem Punkte einer krummen Fläche übergehen. Hier ist 
es offenbar möglich, dafs unter den Erümmungsstrecken der verschiedenen Normalschnitte die 
einen nach der einen, die andern nach der anderen Seite der Fläche laufen, und es empfiehlt 
sich daher, diese Yerschiedenheit in dem Lauf der Erümmungsstrecken der Normalschnitte 
durch ungleiche Vorzeichen der Erümmungen selbst zum Ausdruck zu bringen. Um eine 
solche Verfügung über das Vorzeichen der Erümmung in bequemer Weise treffen zu können, 
bezeichnen wir die Neigung der oben definierten Flächennormale n wie bisher mit ey und im 
Gegensatz dazu die Neigung der Erümmungsstrecke x** des gerade betrachteten Normalschnitts 

.-.,., M. ., ..a s*«. fest, « .üe die Kr^^ 1 des N„r»ais*M* -"»-.{Cr} 

gewählt werden, je nachdem die Erümmungsstrecke a?" mit der Normalenstrecke w | ^ \ 

gerichtet ist, d. h. je nachdem 

164) e^=+ßy ist 

Diese Vorschrift über das Vorzeichen der Erümmung des Normalschnitts läfst sich in dem 
Ausdruck für die Ejiimmung am leichtesten zur Geltung bringen, wenn man die Erümmung 
des Normalschnitts auf Grund der Formel 111) zu ermitteln sucht, Dach welcher die Länge der 
Erümmungsstrecke x" oder, was dasselbe ist, der absolute Wert der Erümmung gefunden wird, 
indem man die Erümmungsstrecke x" mit ihrer Neigung e^^ innerlich multipliziert. Es ergiebt 
sich auf diese Weise 

der absolute Wert der Erümmung = [c^jcc"], 

und die oben definierte Erümmung — wird somit ausgedrückt durch die Formel 

165) y-±KI«"L 

in welcher das Vorzeichen so zu wählen ist, dals es mit dem der Gleichung 164) übereinstimmt 
Setzen wir also den Wert von c^ aus der Gleichung 164) in die Formel 165) ein, so ver- 
schwindet das Doppelzeichen, und wir erhalten die einfache Gleichung 

166) y-Kl»"], 

welche wir mit Büchsicht auf 143) auch ersetzen können durch die andere 

167) L^-[e,'\x% 

in der die Strecke ey unserer bisherigen Bezeichnung entsprechend den nach s genommenen 
Differenzialquotienten von ey bedeutet 



Die gewonnenen Formeln ermöglichen es uns bereits, einen wichtigen Satz über die 
Beziehung aufzustellen, welche zwischen der Erümmung eines schief durch die Fläche gelegten 
Schnittes und der Erümmung des durch dieselbe Tangente der Fläche gehenden Normal- 
schnitts besteht Bezeichnen wir für einen solchen schiefen Schnitt die den Strecken x* und x" 
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dx - d^ 

entsprechenden Differenzialquotienten zur Unterscheidung für den Augenblick mit ^ und ^-^ 

und die Neigung von -^-j mit 6^, wo dann übrigens zufolge der oben gemachten Voraussetzung 

doß 
über die Lage beider Schnitte zu einander -p =a?' wird, und setzen betreffe des Yoiwichens 

der Krümmung — eines solchen schiefen Schnittes in Übereinstimmung mit dem obigen fest, dals 
dieselbe y . > zu nehmen sei, je nachdem die Projektion von e^ auf ey mit e^ 

{?_ ^ a\ gerichtet ist, d. h. je nachdem das Produkt Fe^ky] { .. > ist, so vrird 

entgegengesetzt/ ^ ? j i a*i »'j ^ negativ ) ' 

die Länge der Krümmungsstrecke --r^, d. h. 

der absolute Wert der Krümmung des schiefen Schnitts « ± — , je nachdem 
ifio\ r I 1 /positiv oder\ . . 

und es besteht daher die Gleichung 

d^ 1 

ds^^— r 

in welcher wieder das Vorzeichen von der Bedingung 168) abhängt Um nun aus dieser 

Formel 169) eine Beziehung zur Krümmung des unserem Schnitte zugehörigen Normalschnitts 

abzuleiten, multiplizieren wir die Gleichung 169) innerlich mit e^, wodurch wir auf der linken 

Seite bereits einen Ausdruck erhalten, welcher dem Werte 166) för die Normalschnittskrümmung 

ähnlich ist Es ergiebt sich nämlich die Gleichung 

deren Vorzeichen immer noch an die Bedingung 168) geknüpft ist Dieser Bedingung zufolge 
ist aber der Ausdruck ± [c^l^J auf der rechten Seite der Gleichung 170) eine unter allen Um- 
ständen positive GröJse, nämlich gleich dem Cosinus des spitzen Neigungswinkels %^ welcher von 
dem schiefen Schnitt und dem dazugehörigen Normalschnitt gebildet wird; andererseits aber 
können wir die linke Seite der Gleichung 170) mit Hülfe der Formel 143) umgestalten und 
eriialten dadurch die neue Gleichung 

dßy I «fe 1 1 . 
-j-\— U= — cos^. 
ds ds\ r *' 

Da nun aber die Kurve des schiefen Schnittes die Kurve des dazugehörigen Normalschnitts im 

Punkte X berühren soU, mit ihr also aulser dem Punkte x auch noch den Nachbarpunkt 

x^^x + dx gemein haben mufs, so wird nicht nur, wie schon oben erwähnt, 

dx 



169) :?::?•= ±-«A., 



170) 



171) 



ds 
der 



xf 



sondern auch -t- = e,,' . 

as 

sein müssen, und unsere Formel 171) geht daher über in: 
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T 



1 1 

oder mit Rücksicht auf 167) in: — = — cos% 



d. h. wir erhalten die Fonnel 



172) 



1 ^ 



r cosx' 



welche den von Heusnier gefundenen Sa^z enthält: 

Man findet die Krümmung eines beliebigen schiefen Schnitts ein^r Fläche, 
indem man die Krümmung des dazugehörigen Normalschnitts mit dem Cosinus des 
zwischen beiden Schnitten liegenden spitzen Neigungswinkels dividiert 



Durch diesen Satz ist die Krümmung schiefer Schnitte auf die Krümmung der Normal^ 
schnitte zurückgeführt und wir brauchen uns somit im folgenden nur noch mit diesen zu 
beschäftigen. Wir stellen uns daher jetzt die Au%abe, zu untersuchen, in welcher Weise die 
Krümmung der verschiedenen Normalschnitte variiert, wdche sich durch einen beliebigen Punkt 
einer Fläche hindurchlegen lassen, und bestimmen zu dem Zwecke zunächst die Lage derjenigen 
Normalschnitte, für welche die Krümmung ihren gröfsten und ihren kleinsten Wert annimmt 
Diese- Schnitte wollen wir die Hauptschnitte des betrachteten Punktes nennen. 

Die Bedingung, welcher ein Normalschnitt genügen muis, damit er ein Hauptschnitt der 
Fläche sei, wird sich uns ergeben, wenn wir die Variation der durch die Formel 

167) l-^ — \e^^W\ 

Q 
bestimmten Krümmung des Normalschnitts ^ setzen, wobei wir uns den Normalschnitt unend- 
lich wenig um die durch ihn hindurchgehende Fläcfaennormale gedreht zu denken haben. Dadurch 
gewinnen wir die Gleichung 

173) [8ey'\a/] + [ey'\dxf]^0. 

Da nun aber jene Drehung um die Axe Cy erfolgt, so wird dc^^O, folglich auch dcy' = (<Jcy)' «= 0. 
Unsere Gleichung 173) reduziert sich also auf die einfachere Bedingungsgleichung 

174) [ey'\da/]^0, 

in welcher nur noch dx' zu bestimmen bleibt Zunächst lä&t sich die Richtung von dx* leicht 
ermitteln, denn durch Variation der Formeln 

175) .... xfl^l und 176) .... [ey|a/]«0 
ergeben sich ohne weiteres für fo' die Gleichungen 

[xf\da/]^0 und [e„|<Ja<l«0, 

welche aussagen, daTs der gesuchte Zuwachs dx^ auf x' und Sy senkrecht steht; seine Neigung 
mufs daher durch die Strecke | [x'ey] dargestellt sein, während seine Länge offenbar durch den 
Drehungswinkel dq> ausgedrückt wird. Wir erhalten also für unsem Zuwachs doc^ den Wert 

dxf-=^dg>\ [oc^By] 
und setzen wir diesen Ausdruck in unsere Gleichung 174) eiQ, so eigiebt sich die folgende 
erste Form der Hauptschnittsgleichung 

177)- [cy'x'eyl^O, 

4* 



J 
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wofür wir auch schreiben können 



deren geometrische Bedeutung sich ohne Mühe ablesen läTst (Jeben wir nämlich unserer 
Gleichung 177) die Gestalt 

178) [{ey + dey)dxey]^0, 

so sagt dieselbe aus, dals die Flächennormale des Punktes x und die Flächennormale des Nach- 
barpunktes x + dx unseres Hauptschnittes mit dem Linienelement dx in ein^ Ebene liegen und 
sich also gegenseitig schneiden. Damit haben wir die Grundeigenschaft der Hauptschnitte 
gefanden. Sie ist enthalten in dem Satz: 

Die Hauptschnitte eines Punktes einer Fläche sind dadurch ausgezeichnet, 
dafs die Flächennormale des betrachteten Punktes von der im Nachbarpunkte des 
Hauptschnitts errichteten Flächennormale geschnitten wird. 

Übrigens können wir unsere Gleichung 177) noch etwas weiter vereinfache. Zufolge der 
Gleichungen 142) und 176) stehen nämlich die beiden ersten Strecken ey' und x^ des Pro- 
duktes 177) auf der dritten Strecke ey senkrecht, was mit der Gleichung 177) nicht anders 
yereinbar ist, als wenn auch schon das Produkt der beiden ersten Faktoren verschwindet, 
d. h. wenn auch 

179) : . . . [ey'xr\=^0 

ist Diese Gleichung aber sagt aus, dals ey* ein YielfGiches von ^ sein muJs, also etwa 

dey «= (T • dx. 

Die geometrische Bedeutung des hier auftretenden 
Zahlfaktors a ergiebt sich sofort, wenn wir die 
Strecke dey konstruktiv darstellen. Wir errichten 
zu dem Zwecke in den Punkten x und x + dx 
die Flächennoi*malen und tragen auf denselben von 
ihrem Schnittpunkte, dem Ejrümmungsmittelpunkte 
des betrachteten Hauptschnitts, aus die Neigungs^ 
strecken ey und ey + dey ab; dann ist die Strecke 
vom Endpunkt der ersten bis zum Endpunkt der 
zweiten Strecke die gesuchte Strecke dey. Dabei 
ergeben sich nun zwei Möglichkeiten. Erstens 
kann .diQ Neigung ey der Flächennormale mit der 
Neigung der Hauptnormale des Hauptschnitts über- 
einstimmen (Fig. 31a). In diesem Falle ist €Uy ent- 
gegengesetzt gerichtet mit dx und der Krümmungs- 
radius Q unserer obigen Festsetzung zufolge (vgl. 
S. 51) positiv zu nehmen, so dafs sich aus den ent- 
standenen ähnlichen Dreiecken als zweite Form 
der Hauptschnittsgleichung die Formel ergiebt 

180) . ' ^ 




(fev = 



dx. 



flg. 31b. 



In dem zweiten Falle, in welchem die Neigungen 
der beiden Normalen entgegengesetzt sind (Fig. 31 b), 
ist zwar dCy mit dx gleichgerichtet, dafür aber q nach unserer Zeichenregel auf S. 51 negativ 
zu wählen. Wir erhalten daher auch hier dieselbe Formel wie in dem ersten Falle. 
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Die Gleichtuig 180) kann dazu dienen, die Werte der Krümmungen für die Hauptschnitte, 
die Anzahl der Hauptschnitte und ihre Lage gegeneinander zu bestimmen. Zu dem Ende 
schreiben wir die Gleichung 180) in der Form 

in welcher sie aussagt, dals die beiden in Klammem eingeschlossenen Strecken einander parallel 
laufen, woraus wieder folgt, dals ihr äuiseres Produkt verschwinden muis. Es eigiebt sich 
somit die neue Gleichung 

Aus dieser Feldgleichung bilden wir eine Zahlgleichung, indem wir sie mit der Strecke 
j^— äu&erlich multiplizieren, wodurch wir erhalten 

Der Grad dieser Gleichung zeigt uns, dafs jedem Punkte x der Fläche zwei Haupt- 
schnitte zugehören, deren Krümmungen sich aus der Gleichung 182) bestimmen lassen, und 
von denen die eine den gröfsten, die andere den kleinsten Wert der Normalschnittskrümmung 
darstellen wird. Bezeichnen wir die Krümmungsradien dieser beiden Hauptschnitte mit Qi und ^ 
und nennen dieselben die Hauptkrümmungsradien des Punktes x, so ergeben sidi uns 

ihre redproken Werte — und — — sie mögen die Hauptkrümmungen des Punktes x 

heilsen — als die Wurzeln der Gleichung 182), und wir dürfisn dieselben daher fortan wie 
durchaus bekannte Grölsen behandeln. 

Unsere Hauptschnittsgleichung 180) kann aber weiter auch dazu verwendet werden, uns 
über die Lage der beiden Hauptschnitte gegeneinander Au&chluTs zu verschaffen. Bez^chnen 
wir die Bögen der beiden Hauptschnitte mit s^ und s^ und stellen die Hauptschnittsgleichung 180) 
für jeden einzelnen der beiden Hauptschnitte auf, so erhalten wir die beiden Gleichungen 



n 



dey 1 dx 



183) 



dey 1 dx 



und 



d^2 Qi ^i 



Ü0 S^fi 

Nun müssen aber die beiden partiellen Differenzialquotienten — und ~ der oben entwickelten 

Gleichung 145) Genüge leisten, welche, auf die beiden Hauptschnittskurven angewandt, die 
Form annimmt 



184) r^|^i_r^|^i. 
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Fübxei^.wir in diese Qleichimg 1$4) die iW^erte,183) ein, so geht dieselbe über in die neue 
Gleichung . X T Sx \ dx'] 1 [ dx \ dx 



für welche wir auch schreiben können 

I 

185) . 



dSf Ssi _ 



\Qi 9t 



i\rftc 



^1 



0, 



/ L^^l, I ^^2 

eine Gleichung, welche aussagt, dafs, wenn nicht gerade die beiden Hauptkrümmungen — und 
ßoniit sämtliche Normalschnittskrümmungen des Punl^tes x — einander gleich sind, 



186) 



" dx 


dx" 



-0 



sein muls. Darin aber liegt der Satz: 

Die beiden Hauptschnitte stehen (von gewissen Ausnahmefallen abgesehen) auf- 
einander senkrecht 

Mit Bücksicht auf dieses Ergebnis nun wird es leicht, auch die Erümmung eines belie- 
bigen Normalschnitts durch die beiden Hauptkrümmungen auszudrücken. Wir bezeichnen den 
Bogen dieses beliebigen Nortnalschnittö mit s«, seinen Krüminungsradius mit p«, dann wird 
nach Formel 167) 

1 r dßy I dx 

Qa idSa j dSa 

wofür wir, da es gilt, die Beziehung zu den Hauptschnitten herzustellen, hier schreiben wollen 



187) 



1^ 



(dCy dsi dSy ds^ 






+ 



dx ds. 



dsjy 



dSa d«2 dsaj\\dsi dSa ' d^s ^i 

Von den vier bei Ausführung der inneren Multiplikation auf der rechten Seite dieser Gleichung 
entstehenden Produkten aber müsden zwei infolge der Gleichungen 186) und 183) verschwinden; 
e» wird nfimUch 

8x1 ^ , [ dCyl dx 



188) 



r dCy I dx 1 



und 



r dCy I dx 1 
Ids^ \ds^\ • 







und es verwandelt sich daher die Gleichung 187) in: 






dßy I dxlfds^\^ 



oder bei Berücksichtigung der Gleichung 167) in: 



- 



d$2 I ds^j \dSi 



;J 



189) . ... . . . i=if*.y+i(^y. 



Fig. 32. 




Beachten wir endlich noch, dais sich die beiden Kur- 
ven s^ und S2 rechtwinklig durchschneiden, und bezeichnen 
wir den Winkel, welchen die Kurve Sa mit der Kurve s^ 

ds 
einschliefst, mit tp (vgl. Kg. 32), so wird -=^ =^ cosg> und 

ds. 

~-=^ sing>^ und wir erhalten daher anstelle der Formel 

189) die folgende von Euler herrührende Gleichung 

1 



190) 



1 2.1-2 
Qa Qi ^ Q2 
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durch welche die oben gestellte Aufgabe, die Krümmung eines beliebigen Normal- 
Schnittes durch die Hauptkrtimmungen auszudrücken, in einfacher Weise gelöst ist 
Aus der Eulerschen Gleichung 190) lassen sich leidit noch weitere Folgerungen ziehen. 
Ist 8ß der Bogen eines neuen Normalschnitts, dessen Ebene auf der Ebene des Normalschnitts 
Sa senkrecht steht, und ist q^ der dazu gehörige Krümmungsradius, so wird entsprechend der 
Gleichung 190) 

191) — ==» — sin'^w -\ cos'flp, 

und es ergiebt sich somit durch Addition der Formeln 190) und 191) die neue Gleichung 

Qa Qß ft ?2 

welche den Satz enthält: 

Die Summe der Krümmungen zweier zu einander senkrechten Normalschnitte 
ist für jeden Punkt der Fläche konstant, nämlich gleich der Summe der beiden 
Eauptkrümmungen. 

Die in dem letzten Satze auftretende Summe der beiden Hauptkrümmungen läist sich 
übrigens aus der Gleichung 182) ohne weiteres ablesen; wir finden: 



r dSy Sx] r dx deyl 

1,1 r ö^ ^J r ^ ftjj 



JL«7t5) .... — -f- — — 9 . 

Aus derselben Gleichung entnehmen wir noch für das Produkt der Hauptkrümmungen des 
Punktes x den Wert 



r dey deyl 
11 \^'d^~dii\ 



194) 

d. h. wir erhalten für dieses Produkt denselben Ausdruck, der sich uns oben (vgl. Formel 154) 
für das Krümmungsmals der Fläche im Punkte x ergeben hat Es liefert uns daher die Formel 
194) den folgenden sechsten Wert für das Krümmungsmafs der Fläche 

1 1 
195) x = 

Ql ?2 

und damit den Satz: 

Das Krümmungsmafs einer Fläche ist für jeden Punkt derselben gleich dem 
Produkt der beiden Hauptschnittskrümmungen dieses Punktes. 

\ Dieser Satz erscheint zusammen mit der Eulerschen Gleichung 190) ganz besonders geeignet, 
um zvi zeigen, dals die Gröfse und insbesondere das Vorzeichen des Krümmungsma&es die Eigen- 
art der Fläche in ihren einzelnen Punkten in vortrefflicher Weise kennzeichnet Wir unterscheiden 
drei Arten der Flächenkrümmung. Erstens kann das Krümmungsmafs positiv, zweitens negativ 
und drittens gleich sein. 

j Erstens. Ist das Krümmungsmafs in einem Punkte der Fläche positiv, so sind die 
beidein Hauptkrümmungen und somit zufolge der Gleichung 190) sämtliche Normalschnittskrüm- 
mungen von verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Es laufen daher die Krümmungs- 
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strecken dieser Normalschnitte sämtlich nach derselben Seite. Die Fläche liegt also wenigstens 
in der Nachbarschaft des betreffenden Punktes ganz auf derselben Seite der Tangentialebene. 

Zweitens. Ist das Erümmongsmals in einem Punkte der Mäche negativ, so sind 
wieder die beiden Haiiptkrümmungen von verschieden, aber diesmal von entgegengesetztem 
Yorzeichen. Infolgedessen sind mit Bücksicht auf 190) die übrigen Normalschnittskrümmungen 
zum Teü positiv, zum Teü negativ.* Die Grenzschnitte, in denen die Krümmung verschwindet, 
ergeben sich aus der Gleichung 

196) =- — cos 'qp H sin ^(r, 

welche uns 2 Werte für den Winkel (p und damit 2 solche Grenzschnitte liefert, in denen der 
Übeigang von der positiven Krümmung zur negativen und umgekehrt stattfindet Die Krüm- 
mungsstrecken der Normalschnitte sind nach verschiedenen Seiten der Fläche gerichtet, und es 
liegen daher die Normalschnitte der Fläche zum Teil auf der einen, zum Teil auf der andern 
Seite der Tangentialebene, d. h. die Fläche wird von der Tangentialebene geschnitten. 

Drittens. Ist das Krümmungsmals in einem Punkte der Fläche gleich 0, so muis 
mindestens eine der beiden Hauptkrümmungen verschwinden. Hat die andere Hauptkrümmung 
einen von verschiedenen Wert, so sind zufolge der Gleichung 190) auch die Krümmungen 
aller übrigen Normalschnitte von verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Dieser Fall wird 
uns später bei den abwickelbaren Flächen beschäftigen. Ist in einem Punkte der Fläche auch 
die zweite Hauptkrümmung gleich 0, so verschwinden überhaupt sämtliche NormalBchnitts- 
krümmungen, und die Fläche hat daher in dem betreffenden Punkte den Charakter einer Ebene. 

(SohltüjB folgt) 

Halle a/S., den 19. März 1888. 

Hennann Grafemann. 
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Neunter Abschnitt 
Krflmmangsliiilen. Eoi^nglerte Blehtungen. 

Bei der Behandlung der Normalschnitte einer Fläche wurde gezeigt, dals es für jeden 
Punkt einer krummen Fläche zwei zu einander senkrechte Richtungen giebt, in denen die 
Normalschnittskrümmung ihren gröfsten und kleinsten Wert erreicht. Geht man daher von einem 
beliebigen Punkte x der Fläche in der Richtung der gröfsten (oder kleinsten) Krümmung auf 
der Fläche um ein unendlich kleines Stück dx fort bis zu einem Punkte x^ ^ x + dx und von 
diesem Punkte wiederum in der Richtung der gröfsten (oder kleinsten) Krümmung um das 
Stück dxi bis zum Punkte x^ -=Xi + da^ u. s. w., so wird man auf der Fläche zwei Kurven 
erhalten, welche sich im Punkte x senkrecht schneiden und an jeder Stelle die Richtung eines 
Hauptschnittes anzeigen. Lälst man dann, ferner den^ Punkt x seine Lage auf der Fläche ver- 
ändern und wiederholt für jede neue Lage die obige Kurvenkonstruktion, so erhält man ein Netz 
von zwei Scharen sich rechtwinklig durchschneidender Kurven, welche überall die Richtung des 
Maximums oder Minimums der Normalschnittskrümmung angeben. Man nennt diese Kurven 
die Krümmungslinien der Fläche, das von ihnen gebildete Netz das Krümmungsnetz. 

Eine Reihe von Eigenschaften der Krümmungslinien lassen sich unmittelbar aus den 
Eigenschaften der Hauptschnitte ableiten. Wie oben (vgl. S. 53 und 54) gezeigt wurde, tritt ein 
Maximum oder Minimum der Krümmung für solche und nur für solche Normalschnitte eines 
Punktes der Fläche ein, für welche die Flächennormale jenes Punktes von der im Nachbarpunkte 
des Normalschnitts errichteten Flächennormale geschnitten wird. Aus dieser Eigenschaft der 
Hauptschnitte entnimmt man die folgenden beiden Sätze für die Krümmungslinien: 

Je zwei Flächennormalen, die man in zwei Nachbarpunkten einer Krümmungs- 
linie errichtet, schneiden sich, 

und die ümkehrung: 

Eine Kurve auf einer Fläche ist eine Krümmungslinie, wenn je zwei längs 
der Kurve errichtete unendlich benachbarte Flächennormalen sich schneiden. 

Aber auch die Difierenzialgleichungen, welche oben zur Darstellung jener Eigenschaft der 
Hauptschnitte dienten, lassen sich sogleich auf die Krümmungslinien übertragen. Am unmittel- 

1 



60 



Fig. 33. 



barsten wurde die genannte Eigenschaft der Hauptschnitte ausgedrückt (vgl Fig. 38) durch die 
Differenzialgleichung 178) auf S. 54: 

178) .... [(ey + dey) dir e^] = 0, 

für welche man auch schreiben kann 

197) [deydxey]^ 0, 

Diese Gleichung möge die erste Form der Differenzialglei- 
chung des Erümmungsnetzes heifsen. Sie läfst noch eine 
Vereinfachung zu. Da nämlich die Strecke Cy zu gleicher Zeit 
Normale der betrachteten Fläche und Normale der Einheitskugel 
ist und somit auf den Linienelementen dx und dey beider Flächen 
senkrecht steht, so läfst sich die Differenzialgleichung 197) nicht 
anders befriedigen, als wenn 

198) [deydx]^0 

ist. Diese Gleichung ist also eine zweite Form der Differenzial- 
gleichung des Krümmungsnetzes; sie enthält den Sitz: 

Das Linienelement dx einer Krümmungslinie ist 
seinem Bilde dCy auf der Einheitskugel parallel. 

Endlich kann man wieder wie auf S. 54 die Differenzial- 
gleichung 198) durch eine andere ersetzen, welche auch die 
Gröfsenbeziehung zwischen den Strecken dey und dx zum 
Ausdruck bringt. Man entnimmt sie aus den ähnlichen Dreiecken 
der Figuren 34 a und b und erhält unter Berücksichtigung der 
Festsetzungen über das Vorzeichen von q wie oben die Gleichung 

180) dey^' 




«y * de 



Fig. 34 a. 



Kg. 34 b. 




— dx. 
Q 



welche man als dritte Form der Differenzialgleichung des 
Krümmungsnetzes bezeichnen kann. Sie bietet insofern noch 
ein besonderes Interesse, als sie eine Zerfällung in zwei Differenzial- 

gleichungen zuläfst, von denen jede einer Schar 
von Krümmungslinien zugehört. Benutzt man 
nämlich als Parameterlinien der Fläche die Krüm- 
mungslinien selbst und bezieht also die Gleichung 
der Fläche x=^X(^^^(o) auf die „ Krümm ungspara- 
meter" ^, co, so läfst sich die Differenzialglei- 
chung 180) ersetzen durch die beiden Differenzial- 
gleichungen 



\e^i^d£y. 



199) 




1 dx 



1 dx 



8(0 ^2 du) 

welche eine vierte Form der Differenzial- 
gleichungen des Krümmungsnetzes bilden. 
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Da diese beiden Gleichungen der weiteren Entwickelung zu Grunde gelegt werden sollen, 
so mögen sie zunächst noch eine direkte Ableitung erfahren. Sind wieder wie auf S. 37 cc, «i, 
2^2) % die Träger der 4 Ecken einer unendlich kleinen Masche eines Eurvennetzes ^, co, welches 



aber diesmal aus Exümmungslinien gebildet 
T^ird, setzt man also 

SO werden die beiden von x ausgehenden 
Seiten der Masche nach Länge und Richtung 
dargestellt durch die Diflferenzen (vgl. S. 37) 

dx 



115) 



Xi — X >=» d^x — 



dx 



dd- 



x^ — a? = dü,x = -r— dii) , 



während man für die beiden andern Seiten 
die Ausdrücke erhält (vgl. Fig. 35) 

dx 
dx^ 



200) 



d{x + 



X^ iC2 == ^^^ 



^ 



X, 



^dd- 

^dx e^x 



du)Xt « -r-^ do) 



dcj 



d» 



dd-do) 



S{x + f^d») 



dcü 



dlO + -zr^r-;^- dd'dcü. 



d(0 



dd'do) 



Bezeichnet man femer die Punkte, in denen die 
Flächennormale des Punktes x von den Flächen- 
normalen der Nachbarpunkte x^ und x^ geschnitten 
wird, d. h. also die Erümmungsmittelpunkte der 
beiden Hauptschnitte des Punktes x mit li und ^, 
die dazu gehörigen Hauptkrümmungsradien mit q^ 
und ^2 ^^^ beachtet die Vorschriften über den Sinn 
von Cy (S. 38, Gleichung 117, und S. 5 und 6) und 
über das Vorzeichen von ß, so findet man für die 
Neigungsstrecke der Flächennormale in den Punk- 
ten cc, x^ und x^ die Werte 



e^^ — 



ßv =« 



X — fi 

Q2 



Fig. 35. 




e, + ^da^- 



ey + 



dd- 

dCy 

dw 



do) ^ — 



a^i 




t 




?i 




a^ 




^ 



Qt 
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aus denen bei Subtraktion der nebeneinanderstehenden Ausdrücke die Gleichungen folgen 



^da. = -^^=i^ 



dta 



9t 



oder mit Bücksicht auf die Werte 115) 



199) 



dCy 


1 dx 
Qid» 


dey 
do 


1 dx 

Qi dto 



d. h. in der That die oben aufgestellte vierte Form der Differenzialgleichungen des Erüm- 
mungsnetzes. 

Uro aus diesen Differenzialgleichungen weitere Eigenschaften der Erümmungslinien ableiten 
zu können, bedenke man, dafs die in ihnen auftretende Neigung ey der Flächennormale abgesehen 
von Länge und Sinn vollkommen bestimmt wird durch die Gleichungen 



201) 



r 


■ 


8x1 




ey 


es- 




~ 


dx' 




ey 


dw 







= 0; 



denn diese Gleichungen sagen aus, dafs die Strecke Cy auf den beiden durch ihren Fufspunkt 
gehenden Seiten der Masche senkrecht steht. "Übrigens lassen sich die beiden Gleichungen auch, 
was für manche Zwecke vorteilhaft ist, in der einen Gleichung zusammenfassen: 

dxdx] 
dcoy 



202) 



d& 



[dx öxl 
welche ausdrückt, dals Sy ein Stück der Ergänzung des Tangentialfeldes ^p~ ist. Da nun 

in den Differenzialgleichungen der Krümmungslinien (Nr. 199) die partiellen Differenzialquotienten 
von Sy nach & und w auftreten, so differenziere man die Differenzialgleichungen 201) partiell 
nach (0 und & und erhält so die noch für jedes beliebige Eurvennetz geltenden Gleichungen: 



203) 



[ 



dev I dx 



dco Idd- 
dey I dx 



+ 



+ 



d^x ] 

dd-dto] ' 

-^^ ^ 



und 



Aus ihnen gewinnt man eine neue Form für die Differenzialgleichungen des Erümmungsnetzes, 



... dey , dey 
wenn man für - ^^ und 



d& 
beiden Gleichungen 



doj 



ihre Werte aus 199) einführt. Dadurch ergeben sich zunächst die 



1 1 


'dx 
dio 


dx' 

d» 


+ 


e. 


d^x ' 
ä»du> 


1 


[dx 


dx' 

Bio 


+ 


(y 


d»d(a 



= und 



= 0. 
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[dx 
— 

den Fall, daCs ihre Determinante 



dx 
du) 



] "°<i [' 



— - 1 
-1- 1 



d^X 1 

,- - und können daher, wenigstens fiir 

Oxroü)] 



von verschieden, d. h. 



— § — ist, 



1_ 1^ 

ft ^ ^1 

nicht anders zusammenbestehen, als wenn gleichzeitig 



I 



204) 



205) 



'dx 
dd- 


dx' 
du 


= 


ey 


d^x " 


d^do) 



und 



= ist. 



Da diese beiden Gleichungen, wie unten (vgl. S. 67) gezeigt werden wird, die ursprüngliche 
Differenzialgleichung des Krümmungsnetzes (Nr. 197) auch vollkommen ersetzen, so kann man sie 
als eine fünfte Form der Differenz ialgleichungen des Krümmungsnetzes bezeichnen. 
Die erste von ihnen enthält den schon oben aus der entsprechenden Eigenschaft der Haupt- 
schnitte gefolgerten Satz: 

Die Maschen des Krümmungsnetzes sind rechtwinklig. 

Um die zweite Differenzialgleichung (205) deuten zu können, berücksichtige man, dafs 
der zweite Faktor ihrer linken Seite auch in den Ausdrücken 200) für die dritte und vierte 
Seite der Kjrümmungsmasche auftritt Jene Gleichung wird also eine Eigenschaft dieser beiden 
Seiten der Krümmungsmasche darstellen. Um sie aufzufinden, multipliziere man die Gleichung 205) 
mit dd'dii) und addiere sie dann zu jeder von den Gleichungen 201), nachdem man diese mit dd' 
und da) multipliziert hat. So ergeben sich die beiden Gleichungen 




\dd' ^ 



-^d&dü)] 



= und 



dx 



do) + 



d^x 



dS-do) 



)]-», 



{ 



ßo) ' dd-do) 

welche sich wegen 200) auch in der Form schreiben lassen 

[ey\(x^ — x^)\'^0 
[(5y|(a:3 — iCi)] = 0. 

Sie besagen, dafs die Flächennormale e,,, welche als solche zu den beiden durch ihren Fufspunkt 
gehenden Seiten x^ — x und x^ — x der Krümmungsmasche normal ist, auch auf den beiden 
andern Seiten x^ — x^ und x^ — x^ dieser Masche senkrecht steht, woraus dann wiederum folgt, 
dafs aUe 4 Seiten der Krümmungsmasche in einer Ebene liegen. Die Differenzialgleichung 205) 
enthält somit den Satz: 

Die Maschen des Krümmungsnetzes sind ebene Vierecke. 



Diese Eigenschaft der Ebenheit der Maschen leitet uns zugleich hinüber zur Betrachtung 
allgemeinerer Kurvennetze, einer Fläche. Denn es leuchtet von vornherein ein, dals das Krüm- 
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mungsnetz, welches ja aufserdem noch der Bedingung der Rechtwinkligkeit unterworfen ist, nicht 
das einzige Kurvennetz sein wird, welches ebene Maschen besitzt. Bezeichnen wir daher allgemein 
die beiden Scharen eines ebenmaschigen Kurvennetzes als „konjugierte Kurvenscharen ** und 
die Richtungen, welche 2 von einem Punkte der Fläche ausgehende Kurven solcher Scharen 
angeben, als „konjugierte Richtungen**, so läfst sich die obige DLBferenzialgleichung 



205) 



d&do) 



«0 



als eine erste Form der Differenzialgleichung konjugierter Kurvenscharen auffassen. 
Es gestattet aber diese Differenzialgleichung noch zwei bemerkenswerte Umformungen. 

Führt man nämlich erstens in die Gleichung 205) für e^ seinen Wert aus 202) ein und 
berücksichtigt die Formeln 42), 47) und 46), so erhält man als zweite Form der Differen- 
zialgleichung konjugierter Kurvenscharen die Gleichung 

dx dx d^X 



206) 



0, 



ßd^dcodd^dü) 

welche die Eigenschaft der Ebenmaschigkeit noch direkter zum Ausdruck bringt als die Diffe- 
renzialgleichung 205), denn sie läfst sich offenbar auch in den Formen schreiben 



dx 



d» 



dx . fSx 



dd- + 



3^x 



dd-doj 



)]- 



und 



[(«1 —^)(^ — ^) {^ —^)\ = 0, 

in denen sie unmittelbar aussagt, dafs die 3 Seiten x^ — aj, x^ — x und x^ — x^ der Kurven- 
masche in einer Ebene liegen. 

Eine zweite Umformung der Differenzialgleichung 205), welche zugleich eine wichtige 
Eigenschaft konjugierter Kurvenscharen darstellt, ergiebt sich ferner, wenn man die linke Seite 
von 205) durch ihre Werte aus 203) ersetzt; dadurch erhält man die Diflferenzialgleichungen 



207) 



f 


'der 
dco 

'dCy 

[dd- 


dx' 
d»_ 

dx' 
dco 



und 



= 0. 



Diese lassen sich auch in der einen Gleichung zusammenfassen 

208) [der\dx]^0, 

in welcher die Charakteristiken d und d die Dififerenziale bezeichnen, welche dem Fortschreiten 
längs zweier konjugierten Richtungen entsprechen. Die Gleichung 208) wäre also eine dritte 
Form der Differenzialgleichung konjugierter Kurvenscharen. In ihr ist das Dififeren- 
zial dßy das Bild des Linienelementes dx auf der Gaufeschen Einheitskugel oder, wie wir kurz 
sagen wollen, das „Gaufssche Bild" des Linienelementes dx. Die Differenzialgleichung 208) 
enthält daher den Satz: 

Das Gaufssche Bild dey eines Linienelementes dx der Fläche steht auf dem 
zu dx konjugierten Linienelemente dx senkrecht 

Auf eine andere Deutung der Differenzialgleichung 208) wird man geführt, wenn man 
zu ihr die Gleichung 

209) [ey\dx]^0 



Fig. 36. 



x*<fx 
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addiert, welche besagt, dals das Lmienelement dx auf der Fläx^hennormale des Punktes x senk- 
recht steht; dadurch erhält man die Gleichung 

210) [{ey + dey)\dx]^0. 

Ihr zufolge steht das Linienelement 6x auch auf der Flächennormale ey + dey senkrecht, welche 
im Endpunkte x + dx des zu dx konjugierten Ldnienelementes dx errichtet ist. Für ein 
beliebiges Linienelement dx werden nun aber die beiden in seinen Endpunkten errichteten 
Flächennormalen sich kreuzen (vgl. Fig. 36); das auf beiden Normalen senkrechte Linienelement dx 
wird somit die Richtung ihres Gemeinlotes haben müssen und man erhält den Satz: 

Konstruiert man in den Endpunkten eines Linien- 
elementes dx einer Fläche die beiden Flächennormalen, so 
ist ihr Gemeinlot dem zu dx konjugierten Linienelemente dx 
parallel. 

Gehört insbesondere das Linienelement dx einer Krümmungs- ac 
linie an, so geht das Gemeinlot von ey und Cy + dey in das Lot auf 
der Ebene des durch dx gehenden Normalschnitts über. Unser Satz 
sagt daher in diesem Falle wieder aus, dafs die S[rümmungslinien auf- 
einander senkrecht stehen. 

Man kann endlich der DiflFerenzialgleichung konjugierter Linien 
noch eine vierte Form verleihen. Zu dem Ende vertausche man in 
den Gleichungen 209) und 210) die Faktoren und berücksichtige, dafs 
nach dem Begriff der inneren Multiplikation (vgl. S. 7) das innere 
Produkt zweier Strecken nichts anderes ist als das äufsere Produkt 
aus der ersten Strecke und der Ergänzung der zweiten. Bei Benutzung 
dieser Auffassung des inneren Produktes nehmen die Gleichungen 209) 
und 210) die Gestalt an 

{[dr • 1 6y] = und 
[dx •\(ey + dey)] = 

und lassen sich überdies, falls man mit l einen Zahlfaktor bezeichnet, 
auch in der einen Gleichung zusammenfassen: 

212) .... dx^ l\[ey{ey + dey)]^ 

für die man nach Gleichung 1) auch schreiben kann 

213) .... dx^ k\[eydey]. 

Führt man dann schlieislich noch, um den Zusammenhang mit den 
Differenzialgleichungen 207) deutlicher hervortreteA zu lassen, in die 
Gleichung 213) anstatt der Differenziale wieder Differenzialquotienten 
ein, so erhält man die neuen Gleichungen 



211) 



214) 



dx 

dx 
. du) 



« a 



= T 



dey 
*' du) 
dey 



und 



ey 



dd' 




in denen wiederum a uüd r gewisse Zahlfaktoren sind, die übrigens noch von d- und w abhängen 
können. Jede von diesen Gleichungen 214) und ebenso die mit ihnen gleichwertige Gleichung 



/ 
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213) kann als eine vierte Form der Differenzialgleichung konjugierter Linien aufgefaJst 
werden. In der That ersetzt jede von den 3 Gleichungen 213) und 214) vollkommen die ihr 
entsprechende unter den Differenzialgleichungen 208) und 207). Denn multipliziert man z. B. die 
Gleichung 213) innerlich mit äcy^ so erhält man die Gleichung 

[dx I dey] »^ l\[eydey dey] =» 0, 
also wirklich die obige Differenzialgleichung 208). Die geometrische Bedeutung unserer neuen 
Form der Differenzialgleichung konjugierter Linien entnimmt man am leichtesten aus den bei 
ihrer Ableitung benutzten Gleichungen 211) oder 212); denn diese enthalten den Satz: 

Überspinnt man eine Fläche mit einem Netze konjugierter Linien und kon- 
struiert län^s einer beliebigen Kurve der einen Schar die Tangentialebenen, so 
schneiden sich je zwei benachbarte Tangentialebenen in einer Tangente der ande- 
ren Schar. 

Auf Erümmungslinien angewandt, welche nicht nur konjugiert, sondern auch rechtwinklig 
zu einander sind, ergiebt sich hieraus der Sondersatz: 

Konstruiert man längs einer Krümmungslinie sämtliche Tangentialebenen 
der Fläche, so schneiden sich je zwei benachbarte Tangentialebenen in einer gera- 
den Linie, die auf der Krümmungslinie senkrecht steht 

und dieser Satz gestattet wieder die folgende Umkehrung: 

Hat eine Kurve auf einer Fläche die Eigenschaft, dafs die Tangentialebenen 
ihrer Nachbarpunkte sich in geraden Linien schneiden, die auf der Kurve senk- 
recht stehen, so ist die Kurve eine Krümmungslinie. 

Zum Beweise zeige man, dafs jede Kurve von der genannten Eigenschaft der Differen- 
zialgleichung der Krümmungslinien Genüge leistet. Es wird die Schnittstrecke zweier Tangen- 
tialebenen, welche man in den Endpunkten x und x + dx eines Linienelementes dx konstruiert, 

dargestellt durch den Ausdruck 

[|ey|(Cy +dey)]. 

Soll nun diese Strecke auf dem Linienelemente dx senkrecht stehen, so mufs die Gleichung 

erfüllt sein , ^ x i ^ i a 

[ I Cv I (ßy + dey) I oic] «= 0. 

Diese aber kann man wegen 47) und 46) auch durch die Gleichung ersetzen 

[Cy [cy + dey)dx] = 0, 

für die sich endlich auch schreiben lälst 

[Cy dey dx] «= 0, . 

d. h. man erhält gerade die obige erste Form für die Differenzialgleichung der Krümmungs- 
linien (197). 

Man kann dem soeben bewiesenen Satze auch folgende neue Fassung geben: 

Eine Kurve auf der Fläche, welche die Eigenschaft hat, dafs die zu ^hren 
Elementen konjugierten Linienelemente auf der Kurve senkrecht stehen, ist eine 
Krümmungslinie. 

Oder mit Bücksicht auf die Erklärung konjugierter Richtungen: 

Ein Kurvennetz auf einer Fläche, dessen Maschen rechtwinklig und eben 
sind, ist ihr Krümmungsnetz. 
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Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes möge noch ein zweiter Beweis folgen. Man ersetze 
in der ursprünglichen Differenzialgleichung der Ejrümmungslinien 

197) [deydxey]^0 

die Differenziale durch Differenzialquotienten, schreibe sie also in der Form 

dey dx 



215) 



[; 



] 







und zeige, dals diese Differenzialgleichung befriedigt wird, sobald die beiden Bedingungen der 
Sechtwinkligkeit (204) und der Ebenmaschigkeit (207) erfüllt sind, d. h. sobald die beiden 
Differenzialgleichungen bestehen 

[dx I dzl 



216) 



dx \dey 










ß» I du) 
Zu dem Zwecke führe man in die linke Seite von 215) seinen Wert aus 202) ein und erhält so 



[dey dx 1 « fi 



dey dx\ dx dx 



dcü du I d& dcD 

dCy I äkI \ dx\ dx 



oder nach dem Multiplikationssatze Nr. 96. 



[ 
[ 



- - 



dia I d»\ ld(a \ d» 
dey I ftcl (^\- 



] 



dia I dio 

Die Determinante der rechten Seite aber verschwindet in der That wegen 216), womit unser 
Satz bewiesen ist 

Zugleich ist dadurch gezeigt, dafs man die Gleichungen 

dx I dx 



216) 














d& I dO) 

[^ I dey"} 

als eine sechste Form der Differenzialgleichungen des Krümmungsnetzes ansehen 
kann. Denn die beiden Differenzialgleichungen 216) sind nicht nur eine notwendige Folge der 
ursprünglichen Differenzialgleichung (197) des Erümmungsnetzes , sondern sie reichen, wiesoeben 
bewiesen, zugleich auch vollkommen aus, um ein Eurvennetz auf einer Fläche als sein Erüm- 
müngsnetz zu kennzeichnen. Da femer die zweite Gleichung 216) eine blofse Umformung der 
Gleichung 205) ist, so ist damit zugleich der Beweis für die oben (vgl. S. 63) aufgestellte Be- 
hauptung erbracht, dafs auch die Gleichungen 

einen vollkommenen Ersatz der ursprünglichen Differenzialgleichung (197) der Erümmungs- 
linien bilden. 

Auf Grund dieser Eenntnis gelingt es nun auch leicht, den schönen von Dupin gefundenen 
Satz zu beweisen: 

2 






und 
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Fig. 37. 



Drei zu einander orthogonale Flächenscharen schneiden sich in Erüm- 
mungslinien. 

Um drei solche Flächensysteme analytisch darzustellen, denke man sich den Träger x 
eines Punktes im Baume abhängig von 3 Parametern 9-, w, t//, setze also 

217) ^■*^^,«,V)- 

Dann stellen die Gleichungen 

218) ^ = const., w = const, i// = const 

drei Flächenscharen dar. Legt man den 3 Eonstanten bestimmte Werte ^i, 61^, t//i bei, ersetzt 
also die drei Oleichungen 218) durch die bestimmten Gleichungen 

219) ^^^u w«ö>i, tp^rpi, 

so ergiebt jede einzelne von ihnen eine bestimmte Fläche aus einer 
der 3 Scharen (vgl. Fig. 37). Je zwei von ihnen zusammengenommen 
liefern die Schnittkurven von 2 Flächen, welche 2 verschiedenen Scharen 
des Systems 218) angehören. Längs einer solchen Schnittkurve bleibt 
daher nur noch ein Parameter veränderlich, und man wird somit ihre 
Tangentenstrecke durch die partiellen Differenzialquotienten von x nach 
jenem Parameter darstellen können. Für jeden Punkt des Baumes 
erhält man dann 3 solche Tangentenstrecken 

dx dx dx 
d&' d^' dip' 

^ ^ ' Sollen nun die 3 Flächenscharen zu einander ortho- 

gonal sein, so müssen auch diese 3 Tangentenstrecken auf- 
einander senkrecht stehen, d. h. sie 
müssen den 3 Gleichungen genügen 

dx I bx 








220) 



[dx I 5x1 

] 



fftr 



dx 



dx\ dx 











\d9 I öcoj "' 



Ö^ I dia 

imd zwar müssen diese Gleichungen für jeden Wert der 3 Parameter &^ ta^ xp erfüllt sein. 
Insbesondere wird jede von den 3 Gleichungen auch dann noch gültig bleiben müssen, wenn 
man immer von der Fläche, deren Tangentenstrecken in der Gleichung enthalten sind, zu ihrer 
Nachbarfläche übergeht, d. h. wenn man die Gleichung partiell nach dem Parameter der Fläche 
differenziert, also die erste Gleichung nach ^, die zweite nach (o und die dritte nach ip. Dadurch 
aber erhält man die Gleichungen 

rdx I d^x 1 r d^ I dxi 

\_do) I dip d»\ "^ [d& dcj \ ~dip\ 

rftci d^x ] 



d^ I dx 



do) dtp I d& 
dx 



d& 



d^ 



] 











d*x I dx 



dtii df] Idip 8» du) 



] 



0. 
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Diese sind homogen und linear in 

dx\ d^ 






ly [dft»|d«/>d*J' L 



Sx I d^ 



dtf)\d»e(o 



] 



8» I dfi) dilf_ 
und können, da ihre Detenninante 
1 1 

2 von Teischieden ist, nicht anders zusammenbestehen, als wenn gleichzeitig 



10 1 
110 



221) 



[ 
[ 
[ 



Sx I d^X 



d& I dcd dtp 
dx\ dh^ 

däi\dipd» 

dx\ d*x 

dipldd-dio 



]-«• 
]-., 

]- 



Diese Gleichungen aber haben, da die Tangentenstrecken 



dx dx dx 



wegen 220) zu- 



gleich die Normalen der Flächen 

& = const, (o — const, tp =» const. 

sind, abgesehen von einem Zahlfaktor genau die Form der Differenzialgleichung 205) und sagen 
daher aus, dals die auf jeder Fläche der 3 Scharen ausgeschnittenen Eurvennetze ebene Maschen 
besitzen. Da aber die Maschen nach der Voraussetzung 220) zugleich rechtwinklig sind, so 
sind diese Netze Krümmungsnetze. 



Zehnter Abschnitt. 
Asymptotenllnieii. 

In einem scharfen Gegensatze zu den Erümniungsllnien stehen diejenigen Linienscharen 
einer Fläche, deren Kurven überall die Sichtung angeben, längs deren die Normalschnittskrüm- 
mung verschwindet, man nennt sie die Asymptotenlinien der Fläche. Von den Krümmungslinien 
unterscheiden sie sich zunächst schon dadurch, dafs sie nur diejenigen Teile der Fläche über- 
ziehen, in denen das Krümmungsmafs negativ oder » ist, was sofort aus den obigen Angaben 
über das Verschwinden der Normalschnittskrümmung (vgl. S. 58) hervorgeht Übrigens gewährt 
die dort für die Normalschnitte mit verschwindender Krümmung entwickelte Gleichung 



196) 



= — cos' qp -I sin* w 



zugleich einen Aufechluis über die Anzahl und Lage der Asymptotenlinien. Schreibt man näm- 
lich die Gleichung 196) in der Form 

222) tang qp « ± \/—^ 

und beachtet, daJs q> den Winkel bedeutet, welchen die Asymptotenlinie mit der zur Krüm- 
mung — gehörenden Krümmungsliuie einschliefst, so liest man aus der Gleichung unmittelbar 
den Satz ab: 
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Durch jeden Flächenpunkt mit negativem Erümmungsmafs gehen 2 Asymp- 
totenlinien hindurch, deren Winkel durch die beiden Erümmungslinien halbiert 
werden. 

Da femer die rechte Seite von 222) dann und nur dann den Wert ± 1 erhält, wenn die 
beiden Hauptkrümmungsradien, also auch die beiden Hauptkrümmungen einander entgegengesetzt 
gleich sind, so erhält man den weiteren Satz: 

Die Asymptotenlinien stehen dann und nur dann aufeinander senkrecht, wenn 

223) i- + i- = ist. 

Für die ganze Fläche ist diese Bedingung, wie unten gezeigt werden wird, bei den 
Minimalflächen erfüllt; bei ihnen sind daher die Asymptotenmaschen auf der ganzen Fläche 
rechtwinklig. 

Die Differenzialgleichung des Netzes der Asymptotenlinien hat die Grundeigenschaft 
dieser Linien auszudrücken, dafs ihre Tangente überall mit der Tangente des Normal- 
schnitts von der Krümmung zusammenfällt. Nun lautete der Ausdruck für die Normal- 
schnittskrümmung (vgl. Nr. 167) 

i- [eV|x'], 

WO e'y und x* die nach dem Bogen s des Normalschnitts genommenen Differenzialquotienten 
bedeuten. Für den Normalschnitt von der E[rümmung wird somit 

224) [eV|x']«0. 

Aus dieser Gleichung ist daher die Differenzialgleichung der Asymptotenlinien zu entwickeln. 
Bezeichnet man die Parameter der beiden Scharen von Asymptotenlinien mit l und ju (vgl. 
S. 40 und 41), so werden die Differenzialquotienten 

dey j dx 

d€y , dx 

-r- und -r- 

zufolge der Grundeigenschaft der Asymptotenlinien jedesmal mit den Differentialquotienten 

e*y und X* 
des zugehörigen Normalschnitts bis auf einen Zahlfaktor übereinstimmen müssen, und man erhält 
daher aus 224) für die beiden Scharen der Asymptotenlinien die Differenzialgleichungen 

fdCv I dxl __ 
Lör|dlJ " 

welche man auch in der einen Gleichung zusammenfassen kann: 
226) [dey\dx]^0] 

wir wollen sie als die erste Form der Differenzialgleichung des Asymptotennetzes 
bezeichnen. Sie enthält den Satz: 

Das Linienelement dx einer Asymptotenlinie steht senkrecht zu seinem Bilde dey 
auf der Einheitskugel (vgl. den entsprechenden Satz für Krümmungslinien auf S. 60). 



225) 



und 



229) { 
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Eine zweite Deutung der Differenzialgleichung 226) erhält man, wenn man sie mit der 
entsprechenden Differenzialgleichung konjugierter Richtungen, nämlich mit der Gleichung 

208) [dey\dx]^0 

zusammenhält; denn der Vergleich liefert sofort den Satz: 

Jedes Linienelement einer Asymptotenlinie ist sich selbst konjugiert. 

Addiert man femer zu der Gleichung 226) die Gleichung 

227) [ey\dx]^0, 

welche aussagt, dats die Flächennormale auf dem Linienelemente der Asymptotenlinie senkrecht 
steht, so erhält man die neue Gleichung 

228) [{ey + dey)\dx]^0, 

welche zusammen mit 227) den Satz darstellt: 

Das Linienelement einer Asymptotenlinie ist das Gemeinlot der in seinen 
Endpunkten errichteten Flächennormalen.*) 

Schreibt man ferner die Gleichungen 227) und 228) in der Form 

[dx -\ey]^0 und 

[dx'\(ey + dey)]^0, 
so Uefem sie den Satz: 

Das Linienelement einer Asymptotenlinie ist der Durchschnitt der beiden in 
seinen Endpunkten konstruierten Tangentialebenen der Fläche. 

Legt man also in 3 aufeinanderfolgenden Funkten x^x^^x^ einer Asymptotenlinie, zwischen 
denen die Linienelemente dx^x^ — x und dxi=^x^ — x^ li^en werden, an die Fläche die 
3 Tangentialebenen, so werden 

die Tangentialebenen der Punkte x und x^ sich in dem Linienelemente dx und 
die Tangentialebenen der Funkte x^ und x^ sich in dem Linienelemente da^ 
schneiden müssen. Die Tangentialebene des Punktes Xi enthält daher die beiden auf- 
einanderfolgenden Linienelemente dx und dxi. Durch diese beiden Linienelemente ist aber 
zugleich auch die Schmiegungsebene der Asymptotenlinie im Punkte x^ bestimmt 
Beide Ebenen sind daher miteinander identisch, und da diese Beziehung für jeden beliebigen 
Punkt einer Asymptotenlinie gilt, so hat man den Satz: 

Jede Schmiegungsebene einer Asymptotenlinie ist zugleich Tangentialebene 
der Fläche. 

Dieser Satz läist sich übrigens auch leicht analytisch beweisen. Führt man nämlich in 
die Gleichung 226) anstatt der Differenziale wieder Differenzialquotienten ein, schreibt also die 
Gleichung, wie schon oben geschehen, in der Form 

«) [^IS]-« 

und berücksichtigt die schon oft verwertete, durch Differenziation der Gleichung 

^31) • • Hl] = ^ 

*) Hieraus kann man noch folgern: ^Jede Asymptotenlinie einer Fläche ist die Striktionslinie der durch sie 
bestimmten Nonnalenfläche'^ und ^ Jede längs einer Asymptotenlioie konstruierte Normalenfläche hat die Eigenschaft, 
da& die Linienelemente ihrer Stnktionslinie zugleich die kürzesten Abstände ihrer Erzeugenden bilden.'^ 
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hervorgehende Beziehaog (vgl Nr. 143) 






so erhält man an Stelle von 230) die neue Gleichung 
232) Icl^l = 0, 



r ^^1 



welche eine zweite Form der Differenzialgleichang der Asymptotenlinien bildet Sie 

besagt, daGs bei einer Asymptotenlinie nicht nur (wie bei jeder Kurve auf der Fläche) die 

dx 
Tangentenstrecke -^ auf der Flächennormale Cy senkrecht steht (Ol. 231), sondern ebenso auch 

Qix dx d^ 

die Strecke -^' Beide Strecken -^ und -^ bestimmen aber zusammengenommen (nach S. 13) 

die Schmiegungsebene der Asymptotenlinie. Folglich steht auch diese Ebene- auf der Flächen- 
normale senkrecht und fallt also mit der Tangentialebene der Fläche zusammen. 



Fig. 38. 



Elfter Abschniti 
Oeoditische Linien. 

Eine Linie auf einer krummen Fläche, welche zwischen zwei fest gegebenen Kurven 
(oder auch zwischen 2 festen Punkten) der Fläche ausgespannt und kürzer ist als alle unend- 
lich benachbarten Linien, die zwischen den- 
selben Kurven (oder Punkten) auf der Fläche 
gezogen werden können, nennt man eine kürzeste 
Linie der Fläche.*) Bezeichnet man den laufen- 
den Träger der beiden Grenzkurven mit x^ und x^ 
(vgl. Fig. 38), den einer beliebigen zwischen 
diesen Kurven gezogenen Linie der Fläche mit x 
und ihren Bogen gerechnet von der ersten Grenz- 
kurve aus bis zum Punkte x mit ^, so wird die 

Länge dieser Linie durch das Integral ausgedrückt 

«1 




f 



Für eine kürzeste Linie wird dann die erste 
Variation dieses Integrals verschwinden müssen, 



*) Da nach der obigen Erklärung an eine küizeete Linie nur die Forderung gestellt ist, dais sie kürzer sei 
als alle unendlich benachbarten Linien der Fläche, so sind zwischen zwei Punkten einer Flache im Sinne dieser 
Erklärung mehrere kürzeste Linien Yon verschiedener Länge denkbar. In der That ergeben sich z. 6. beim Ereis- 
cylinder als kürzeste Linien zwischen zwei Punkten einer und derselben Erzeugenden auDser ihrer geraden Verbin- 
dungslinie auch noch die zwischen den beiden Punkten verlaufenden Schraubenlinien, welche einmal, zweimal, drei- 
mal u. s. w. um den Cylinder herumgehen. 
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d. h. man erhält für sie als notwendige, freilich im allgemeinen nicht hinreichende 
Bedingung die Oleichung 

djds = oder 

233) Jdds « 0. 

Um die in ihr auftretende Variation des Bogenelementes ds zu bilden , variiere man die Oleichung 

ds^ => [e22;|da;], wodurch man erhält 
2ds-dds » 2[dl2;|dd2;] oder 

dds = -1- ddx oder endlich 

lds\ J 

dds «=» -=- LM« . 
Idsl J 

Die obige Bedingung 233) für die kürzeste Linie geht daher über in 









wofür man bei Anwendung partieller Int^ation auch schreiben kann 
234, ... . [fe|*,]_[^|*,]-/|.||to]-.. 

Diese Oleichung aber zerfallt in die beiden endlichen Oleichungen 

235) [S'k^^l «= und fe|<feol =- », 

welche aussagen, dafs die kürzeste Linie auf den beiden Orenzkurven senkrecht steht*), und in 
die DifFerenzialgleichung r ^ \ i 

dh^ 
Dividiert man diese noch mit ds und bezeichnet wie oben den DiflFerentialquotienten -7-^ mit x'\ 

so erhält sie die Gtestalt 

236) [xf'\dx] - 0. 

Diese Differenzialgleichung ist also eine notwendige Bedingung dafür, dafs eine Linie auf der 
Fläche eine kürzeste Linie sei; zu ihr kommen im Falle zweier Orenzkurven noch die Bedin- 
gungen 235) hinzu. Aber es reicht im allgemeinen die Differenzialgleichung 236) ebenso wenig 
wie die Oleichung 233) zur Kennzeichnung der kürzesten Linie aus. Es kann nämlich vor- 
kommen (wie schon das Beispiel der Eugel zeigt), dafs eine Linie auf der Fläche, welche dei' 
Differenzialgleichung 236) Oenüge leistet, zwar in ihren einzelnen (hinreichend klein zu nehmen- 
den) Teilen den Charakter einer kürzesten Linie trägt, ihn aber beim Übergang auf gröfsere 



*) Ziehen sich die beiden Grenzkorven je in einen Punkt Xo und x^ zusammen, so verschwindet &x^ und «fx^, 
und die Gleichungen 235) sind von selbst erfüllt. 
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Linienstücke verliert Immerhin wird indes eine jede S^urve, welche der Differenzialgleichung 
236) gehorcht, eine Beihe wichtiger Eigenschaften mit den kürzesten Linien gemein haben und 
ist daher als Vertreter einer greiseren Kurvenklasse auEzu&ssen, welche die Gruppe der kürzesten 
Linien als Sonderfall in sich schlieüst Man hat daher für solche Kurven einen besonderen Namen 
eingeführt; man nennt nämlich eine jede Kurve, welche der Gleichung 236) Genüge leistet, eine 
,,geodätisGhe Linie der Fläche^^'*') und kann somit die Gleichung 236) als eine erste Form 
der Differenzialgleichung der geodätischen Linien bezeichnen. Sie besagt, daJs für 
einen Punkte einer geodätischen Linie ihre Krümmungsstrecke a;", d. h. also ihre E[auptnormale 
(vgl. S. 11) auf aUen von dem Punkte x ausgehenden Linienelementen dx der Fläche senkrecht 
steht, sie enthält somit den Satz: 

Die Hauptnormale einer geodätischen Linie fällt stets mit der Flächennor- 
male zusammen. 

Oder: Die Schmiegungsebene einer geodätischen Linie geht überall durch die 
Flächennormale hindurch. 

Jede von diesen beiden Fassungen des Satzes führt übrigens noch auf eine neue Form 
der Differenzialgleichung der geodätischen Linien. Bezeichnet man nämlich wie gewöhnlich die 
Neigungsstrecke der Flächennormale mit e^, so lassen sich die beiden Fassungen unseres Satzes 
durch die Differenzialgleichungen wiedergeben 

237) af'^^Tey und 

238) [cyoi'x"] •« 0. 

In ihnen ist t ein Zahlfaktor, während xf und x" die nach dem Bogen s der Kurve genom- 
menen Differenzialquotienten bedeuten, so dafs also das Feld [ai'x"] das Schmiegungsfeld der 
geodätischen Linie darstellt Diese beiden Gleichungen lassen sich dann als eine zweite und 
dritte Form der Differenzialgleichung der geodätischen Linien auffassen. Jede von 
ihnen gestattet überdies noch eine Umformung. Multipliziert man nämlich die Gleichung 237), 
um den Zahlfiaktor z zu entfernen, äufserlich mit ^, so erhält man als vierte Form der 
Differenzialgleichung der geodätischen Linien die Gleichung 

239) [erX"] = 0. 

Um femer die Umformung der Gleichung 238) zu erhalten, beachte man, dais sich das Schmie- 
gungsfeld einer Baumkurve ebenso leicht, wie durch die Differenzialquotienten x^ und xf' auch 

durch die nach einem beliebigen Parameter X genommenen Differenzialquotienten 37 und -pr^ 

n/TT. dx 

ausdrücken läCst Denn da (nach S. 12) ^ ein vielfaches von -j- ist, und der zweite Differen- 

d^x 
zialquotient -ry^ (nach S. 13) zwar im allgemeinen nicht mehr auf der Kurve senkrecht steht, aber 



\dx d^xX 
noch inuner ihrer Schmiegungsebene angehört, so stimmt auch das Feld H^-^js 



von emem 



*) Man könnte vielleicht auch an den Namen , SpannnngsUnie '^ denken, zumal sich an ihn ungezwungen 
die Einteilung in Spannungslinien mit stabilem, labilem xmd indififorentem Oleichgewicht anschlie&en läfst, yon denen 
sich die Spannungslinien mit stabilem Gleichgewicht genau mit den kürzesten Linien der Flüche decken würden. 



tf 
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Zahlfaktor abgesehen mit dem Felde [x*oc**] überein, und man kann daher der Gleichung 238) 
auch die Gestalt verleihen 



^^»' [-SS]-». 



welche somit eine fünfte Form für die Differenzialgleichung der geodätischen Linien 
bUdet 

Zur Anwendung dieser Ergebnisse mögen die geodätischen Linien der Kugel aufgesucht 
werden. Man benutze dazu die vierte Form der Differenzialgleichung der geodätischen Linien 
(239) und berücksichtige, dafo bei der Eugel überall die Flächennormale mit dem Träger vom 
Mittelpunkte aus zusammenfallt. Nimimt man daher den Mittelpunkt der Eugel zum Anfangs- 
punkt der Träger, so yerwandelt sich die Gleichung 239) in 

241) [xx^*] = 0. 

In dieser Gleichung ist aber die linke Seite, wegen [x*a^] = 0, der Differentialquotient von [xoo*]^ 
und die Integration von 241) ergiebt daher 

242) [xxf] - C, 

wo G ein konstantes Feld bezeichnet Aus dieser Gleichung aber folgt durch äuisere Multipli- 
kation mit X die Gleichung 

243) ^ [Cx] 

d. h. die Gleichung einer Ebene, welche durch den Eugelmittelpunkt geht und die Stellung des 
Feldes G besitzt Man hat also den Satz: 

Jede geodätische Linie der Eugel liegt in einer durch den Eugelmittelpunkt 
gehenden Ebene. 

Eine besonders wichtige Rolle spielen die geodätischen Linien in der Mechanik. Dies 
soll an 2 Beispielen gezeigt werden. 

Wirkt auf einen materiellen Punkt, welcher auf einer krummen Fläche zu bleiben ge- 
zwungen ist und die Masse ju besitzt, eine Eraft k ein, und ist wie gewöhnlich ey die Neigungs- 
strecke der Flächennormale, so lautet die Differenzialgleichung seiner Bewegung 

wo X die Gröfee der Zwangskraft ist, welche die Fläche auf den Punkt ausübt Verschwindet 
insbesondere die Eraft k und bewegt sich also der Punkt lediglich auf Grund der mitgeteilten 
Anfangsgeschwindigkeit, so erhält seine Bewegungsgleichung die Form 

244) fi -^ « Xey. 

Aus ihr gewinnt man die Differenzialgleichung der Bahnkurve, indem man die Zwtingskraft X 
eliminiert. Dies geschieht am einfachsten durch Multiplikation der Gleichung 244) mit dem 

Normalschnittsfelde Uv-^ L wodurch die Gleichung hervorgeht 



2*5) H^] 







d. h. gerade die obige fünfte Form der Differenzialgleichung der geodätischen Linien (vgl. Nr. 240), 
und man eriiält den Satz: 

3 
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Bewegt &ich ein Puükt auf einer krümmen Fläche, ohne dafs auf ihn abge* 
gesehen von der Zwangskraft der Fläche eine äufsere Kraft einwirkt, so beschreibt 
er eine geodätische Linie. 

Es möge femer die Gleichgewichtslage eines über eine krumme Fläche gespannten un- 
dehnbai-en Fadeüs bestimmt werden für den Fall, dals anJGser der Spat)nung des Fadens und dem 
Normalwiderstande der Fläche keuie Kräfte auf den Faden einwirken. Man bezeichne 3 aufbin- 
anderfolgende Punkte der Fadenkurve mit x^ x^ und X2^ die zwischen ihneh liegenden Linien- 
elemehte mit dx und dx^^ und die Oröfse der Spannung in dem Elemente dx mit er. Dann 
werden die in diesem Elemente wirkenden Spannungskräfte ihrer Gröfse und Richtung nach 
dargestellt durch die Strecken 

dx :, dx 

a -T- und — ^ -;- • 

ds ds 

Ferner werden die in dem Nachbärelemente dx^ auftretenden Spannungskräfte die Werte besitzen 
müssen 



dx , / dx\ , ( dx , / dx\\ 



Yon diesen 4 Spannuugskräften greifen die beiden mittleren in ein und demselben Funkte a\ 

an, ihre Resultante wird daher durch die Summe beider Kräfte dargestellt und besitzt also 

den Wert 

dx . dx 



— di + 'S + 



Soli nun der Faden im iGrleichgewicht sein, so mufs diese Resultante durch den Normalwider- 
stand der Fläche aufgehoben werden und wird somit selbst in die Flächennormale fallen müssen. 
Man erhält daher als Gleichgiewichtsbedingung die DiJBfötenziälgleichung 

246) d(ü^\^ley 

oder bei Ausführung der Differenziation 

j dx j ^ -j 

ds ds 

Diese DifFerenzialgleichung macht man integrabel^ indem man sie mit der Neigungsstrecke der 

dx 
Fadenkurve, d. h. mit -7- (vgl. 8. 10) innerlich multipllzieri. Dadurch verschwindet näiiilich 

erstens die rechte Seite der Gleichung, weü die Flädiennormale auf der Fadentangente senkrecht 
steht, so dafs man erhält 



^") '*'-(l)'+"[M-»- 



Es verschwindet aber femer auch das zweite Glied der linken Seite, d<Hin aus der Gleichung 

2«) (tr-i 

erhält man durch Differenziation 



rx ^ ^v « \dx I , cfal ^ 

2*9) 2[^|d^J-0. 
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Die DüETerenzialgleichung 247) reduziert sich daher auf 

250) dir « 0, 

woraus durch Integration folgt 

251) a = y, 

d. h. die Spannung ist längs des ganzen Fadens konstant. Führt man jetzt endlich den Wert 
von a in die ursprüngliche Differenzialgleichung 246) ein, so nimmt diese die Gestalt an 

efo 

X 

oder, wenn man mit yds dividiert und den Bruch — r- = % setzt, 

yefe 

252) x" = %ey. 

Dies ist aber gerade die zweite Form der DifTerenzialgleichung der geodätischen linien (237) 
und man hat also den Satz: 

Wirken auf einen über eine krumme Fläche gespannten undehnbaren Faden 
aufser seiner Spannung und dem Normalwiderstande der Fläche keine Kräfte ein, 
so nimmt er die Gestalt einer geodätischen Linie an. 



Zwölfter Abschnitt. 

Geradlinige, insbesondere abwickelbare Flüchen. 

Wie schon ob^i (vgl. S. 50) erwäJtmt wurde, nennt man eine Fläche, welche sich durch 
Yerbiegung einer Ebene erzeugen und daher auch umgekehrt auf einer Ebene abrollen lä&t, 
schlechtweg eine abwickelbare Fläche. Nach dem Oaufsschen Satze von der Flächenverbiegung 
ist für eine solche Fläche das Erümmungsmals » 0; es bleibt aber nach diesem Satze noch 
zweifelhaft, ob auch umgekehrt jede Fläche vom Erümmungsmals sich auf einer Ebene ab- 
wickeln labt, ob also das Yerschwinden des Erümmungsmaises nicht nur eine notwendige, 
sondern zugleich auch eine hinreichende Bedingung ' für die Abwickelbarkeit einer Fläche ist 
um diese Frage zu beantworten, benutze man die Darstellung des Erümmungsmaises als Produkt 
der beiden Hauptkrümmungen (vgl. Nr. 195) und untersuche also, ob sich aus dem Besteben 
der Gleichung 

253) -L.i-«0 

die Abwickelbarkeit der Fläche folgern lälst Zunächst entnimmt man aus der Gleichung 253), 
dafs eine der beiden Hauptkrümmungen für jeden Punkt der Fläche verschwinden muis; es sei 
etwa allgemein 

254) — = 0. 

Denkt man sich dann die Gleichung der Fläche auf Erümmungsparameter ^, c^ bezogen (vgl. 

S. 60), so nimmt die Gleichung der zu der jErümmung — gehörenden Erümmungslinie 
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(vgl. Nr. 199) die Gestalt an 

255) Il = 0, 

woraus durch Integration folgt, dals ey eine Funktion von cu allein ist; wir bezeichnen sie mit 
ey(ai). Dann lautet das Integral von 255) 

256) Cy =- Cy(o,) 

und besagt, dals alle Flächennormalen, welche man in den Punkten einer Krümmungslinie 
CO = const, d. h. in den Punkten einer @-Linie konstruieren kann, dieselbe Neigung Cy haben, 
einander also parallel laufen; oder, was auf dasselbe hinauskommt, dafs sämüiche Tangentialebenen, 
welche den Punkten einer @-Linie zugehören, in eine einzige Ebene zusammenfallen. Da diese 
Beziehungen aber nicht nur für eine einzelne Linie co = const, sondern ganz allgemein für 
jede ©-Linie gelten, so läfst sich schon mittelst geometrischer Schlüsse folgern, dals die ©-Linien 
gerade Linien sein müssen; indes ergiebt es sich auch leicht analytisch. Nach Nr. 214) erhält 
man nämlich für die Tangentenstrecke einer ©-Linie den Wert 

ftrPTv ftp I r ^1 

2") ä* = HHS} 

In diesem Ausdrucke aber kann höchstens der die Länge der Strecke bestimmende Zahlfaktor a 
noch Yon & abhängen, der andere Faktor hingegen 



h">ÄJj' 



welcher die Richtung der Tangentenstrecke angiebt, ist wegen 256) sicher eine Funktion von ai 
allein. Die Richtung der Tangentenstrecke ist also längs einer jeden ©-Linie konstant, jede 
©-Linie somit eine gerade Linie. Man hat daher den Satz: 

Jede Fläche vom Erümmungsmafs enthält eine unendliche Schar von 
geraden Linien, welche zugleich Erümmungslinien der Fläche sind.*) 

Beachtet man aber weiter, dafs (nach S. 63) die Erümmungsmaschen einer Fläche ebene 
Vierecke sind, und dafs immer zwei Nachbargeraden aus der Schar der ©-Linien das eine Paar 
Gegenseiten dieser Vierecke bilden, so schliefet man weiter: 

Je zwei Nachbargeraden einer Fläche vom Erümmungsmafs liegen in einer 
Ebene. 

Damit ist aber zugleich auch die Abwickelbarkeit der Fläche bewiesen; denn man kann 
immer das zwischen 2 aufeinanderfolgenden Geraden der Fläche liegende Ebenenstück um seine 
erste Grenzgerade so lange drehen, bis es mit dem längs dieser Geraden angrenzenden Nachbar- 
stück in eine Ebene fallt, und dies Verfahren so lange fortführen, bis die ganze Fläche auf der 
Ebene ausgebreitet ist, und erhält also den Satz: 

Jede Fläche vom Erümmungsmafs ist abwickelbar. 

Da somit nach dem Gaufsschen Satze von der Flächenverbiegung jede abwickelbare Fläche 
das Erümmungsmafs besitzt, und, wie soeben bewiesen, jede Fläche vom Erümmungsmafe 
abwickelbar ist, so sind die beiden Begriffe „abwickelbare Fläche^ und „Fläche vom Erümmungs- 

*) Der von Hoppe in semem sonst vortrefflichen Bache über Flächentheorie (Leipzig, 1876) auf S. 49 
gegebene Beweis dieses Satzes ist nicht bindend; denn durch seine Schlafsweise würde sich z.B. auch folgern 
lassen, da£s bei einem Ereisringe diejenige Krümmungslinie, längs dei-en das Erümmungsmafe verschwindet, eine 
gerade Linie sein müsse. 
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mals 0" vollkommen gleichbedeutend und man kann daher den beiden obigen Sätzen über Plär 
eben vom Eriimmungsmars auch die Fassung geben: 

Jede abwickelbare Fläche ist geradlinig; ihre geraden Linien sind Krüm- 
mungslinien der Fläche, und je zwei Nachbargeraden liegen in einer Ebene. 

Weiter schliefst man dann noch: Liegen bei einer geradlinigen Fläche die Nachbargeraden 
nicht in einer Ebene, so ist die Fläche nicht abwickelbar; eine solche geradlinige Fläche heilst 
eine windschiefe Fläche und besitzt stets ein negatives Krümmungsmafs. Denn legt man 
durch eine Gerade der Fläche einen Normalschnitt hindurch, so ist seine B[rümmung «= 0. Dieser 
Normalschnitt kann aber nicht ein Hauptschnitt sein, weil sonst das Krümmungsmafe verschwin- 






den, die Fläche somit abwickel- 
bar sein würde. Folglich mufs 
die eine Hauptkrümmung > 0, 
die andere < 0, das Erümmungs- 
mals also negativ sein. 

' Um indes die Eigenschaf- 
ten der beiden Arten von gerad- 
linigen Flächen, der abwickel- 
baren xmd der windschiefen 
Flächen, genauer untersuchen 
zu können, wird es notwendig, 
zunächst die geradlinigen Flä- 
chen überhaupt einer kurzen 
Betrachtung zu unterwerfen. 

Eine gerade Linie, welche 
durch einen Punkt mit dem Trä- 
ger y hindurchgeht (vgl. S. 9) 
und die Neigung e« hat (vgl. S. 10), 
wird durch die Gleichung dar- 
gestellt 

258) X = y + ^Ba, 

wo X den laufenden Träger der 
Geraden bezeichnet, und d- eine 

Zahlgröfse ist, nämlich der durch die Längeneinheit gemessene 
Abstand der Punkte x und y (vgl. Fig. 39). Betrachtet man 
in dieser Gleichung den Punkt y und die Neigungsstrecke €„ 
nicht als konstant, sondern als Funktion einer zweiten ^Zahl- 
gröfse o;, setzt also 

259) ... y ^ y(u)) und 

260) . . . e« = 6a(iu) 

m 

und läfet somit den Punkt y, durch welchen die Gerade 258) 
hindurchgehen soll, eine beliebige Raumkurve beschreiben 
und zugleich die Neigung der Geraden in ganz willkürlicher 



Kg. 39. 
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Weise von dem Parameter a> dieser Raumkurve abhäng^i, so ist die dadurch aus 258) hervor- 
gehende Gleichung 

261) x-^y(^)+»ea(u>) 

die Oleichung einer unendlichen Schar von geraden Linien, deren geometrischer Ort eine geradlinige 
Mädie ist Die Gleichung 261) stellt aber auch eine geradlinige Fl&che allgemeinster Art 
dar, denn es ist weder über ihre ,,Leitkurve^ y « 2/(w} ^^^^ ^^^^ ^^^^ ^^® Ndgung ^«(0») ihrer 
geradlinigen ,,Erzeugenden^ irgend eine besondere Yoraussetzung getroffen. Die beiden Scharen 
der Parameterlinien der Fläche sind ihre Erzeugenden, (für welche ct> » const ist), und eine 
Schar von Kurven (& ^ const), weiche von der Leitkurve den konstanten längs den Erzeugenden 
zu messenden Abstand ^ besitzen. 

Der Ausdruck für das Tangentialfeld ^70:^ nimmt bei der geradlinigen Fl^he 261), 

für welche 

dx j 

TQ:=»Ca(fti) und 

-r— — 3^ + * T-^ wird, die Form an 
d(a €Uo da» ' 

Die erste Form 262) zeigt, was sich freilich von selbst versteht, dafs das Tangentialfeld längs 
jeder Geraden (o « const die Strecke ea^u) enthält, dafs die Tangentialebene selbst also durch 
die Gerade (o =» const hindurchgeht Aus der zweiten Form 263) entnimmt man, dafs das 
Tangentialfeld bei konstantem cü, aber veränderlichem d- im allgemeinen einen Feldbüschel mit 
der Achsenrichtung €„ beschreibt, die Tangentialebene somit bei der Bewegung ihres Berührungs- 
punktes auf der Erzeugenden (o » const sich im allgemeinen um diese Erzeugende drehen wird. 
In gewissen Ausnahmefallen indessen wird es auch eintreten können, dafs trotz der Yeränder- 
lichkeit von & die Stellung des Tangentialfeldes 263) längs einer jeden Erzeugenden der Fläche 
konstant bleibt, und diese Ausnahmefalle werden gerade die abwickelbaren Flächen um&ssen 
müssen. Da nämlich bei einer abwickelbaren Fläche je zwei benachbarte Erzeugende in einer 
Ebene liegen, so wird diese Ebene selbst eine Tangentialebene der Fläche sein müssen, wodurch 
es wieder bedingt wird, dalis die Tangentialebene einer abwickelbaren Fläche längs einer jeden 
Erzeugenden unveränderlich bleibt Bei einer windschiefen Fläche hingegen bewirkt das Fort* 
rücken des Berührungspunktes der Tangentialebene auf einer Erzeug^den zugleich ein ent- 
sprechendes Fortrücken des ihr angehörenden Punktes der Nachbarerzeugenden und, da diese 
die erste Erzeugende kreuzt, eine Drehung der Tangentialebene um diese Erzeugende. 

Es wird nun aber der Ausdruck 263) für das Tangentialfeld von & unabhängig werden 
erstens, wenn in ihm der Koeffizient von d- verschwindet, wenn also 



264) 



^(«)^] - ^ 
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ist tTm diese Differenzialgleichung integrieren zu können, beachte man, dafs wegen 

de 
auch das innere Produkt der Strecke ea{ta) vmd -^ d. h. das Produkt 



265) |^e„(„)|^j=.öi 



ist, 



de 

die Strecke-^ also zu gleicher Zeit mit ea(«) parallel sein (^64) und auf ea[fa) senkrecht stehen 

mufs (265), was sich, da ea{u>) von verschieden ist, nicht anders erfüllen läfst, als wenn 

»0 



dea 



dia 

ist. Die Integration ergiebt also 

^a(w) =^ const, etwa =» e«, 

d. h. sämtliche Einengende der Fläche haben dieselbe Richtung und die Fläche ist eine Cylinder- 
fläche. Die Cylindetflächen wären somit eine erste Art von abwickelbaren Flächen; 
ihre Gleichung lautet 

266) « — ^(0,) + *««. 

Es wird aber 2 weitaus das Tangentialfeld 263) auch dann noch bei einer Veränderung 
von & seine Stellung beibehalten, wenn das erste Glied des Ausdrucks 263) verschwindet, wenn 
also 



2Ö7) h^")S]= 







ist Diese Differenzialgleichung läfst sich zunächst dadurch befriedigen, daUs man -^ = setzt, 

woraus durch Integration folgt y » const, so da& die Leitkurve y ^Piu») in den Punkt y ^ const 
zusammenschrumpft, did Fläche also in eine Kegelfläche ausartet mit der Gleichung 

268) x^y + »eaiu». 

Damit hätten wir eine zweite Art von abwickelbaren Flächen gefunden. 

Es gestattet die Differenzialgldchung 267) aber noch eine allgemeinere Lösung; denn sie 

wird offenbar auch noch erfüllt werden, Wenn ^«(a,) mit -^ gleichgerichtet ist Als Strecke von 

der Länge 1 wird alsdimn ea{w) den Wert besitzen müssen 

dy^ 
du) 

VW 

und die Gleichung der Fläche nimmt daher die Form an 

dy 

dcj 
269) « = yc«,) + * 



vm 



2 
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In ihr zeigt der Bruch 



da) 



m 



die Tangentenneigung der Leitkurve y = y(u) an (vgl- Fig- *0)- 



Fig. 40. 




Die Gleichung 269) stellt daher für gegebenes (o die Tangente der Leitkurve 
im Punkte cj, für veränderliches cd aber den geometrischen Ort aller 
Tangenten der Leitkurve oder, wie man sagt, die Tangentenfläche der 
Kurve y'^yiu») dar; diese Kurve selbst nennt man die Gratlinie oder 
Wendungskante der Fläche. Die Tangentenflächen bilden also eine 
dritte Art von abwickelbaren Flächen. 

Man könnte indes geneigt sein zu vermuten, dals mit den genannten 
3 Flächenfamilien die Keihe der abwickelbaren Flächen noch nicht erschöpft 

sei, denn es wird ja offenbar das Tangentialfeld 
263) auch dann noch für sämtliche Werte des 
Parameters^ gleiche Stellung haben müssen, wenn 
die Felder 

einander parallel sind, das erste Feld also etwa das 
X- fache des zweiten ist Hierbei kann übrigens der 
Zahlfaktor X noch für die verschiedenen Geraden 
w — • consi verschiedene und überdies völlig belie- 
bige Werte besitzen, d. h. er muls als eine will- 
kürliche Funktion von w aufgefafst werden, welche 
mit X((o) bezeichnet sein mag. Dann besteht zwischen 
den beiden Feldern eine Beziehung von der Form 



270) I c„(a,) ^1 « lif^) I e„(„) 



dea 
dio 



] 



und der Ausdruck 263) für das Tangentialfeld geht 
daher über in 



[5£]"(^<"'+*)r<-' 



dCs 



']' 



das Feld ändert somit wirklich bei veränderlichem 
& nur seine Grölse, nicht aber seine Stellung; die 
Tangentialebenen sämtlicher Punkte einer Erzeu- 
genden w = consi fallen also in der That in eine 
Ebene zusammen. 

Die Differenzialgleichung 270) bietet nun schon 
insofern ein gewisses Interesse, als sie wegen der 
WDlkürlichkeit der Funktion A(«) die beiden Differenzialgleichungen 264) und 267), welche uns 
oben die 3 Familien der abwickelbaren Flächen lieferten, als Sonderfälle in sich schliefet; denn 
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für i(j^) =1 geht die Differenzialgleichung 270) in die Gleichung 267) und für 1^^) =« oo in 
die Gleichung 264) über. Es bleibt daher nur noch zu untersuchen , ob die DiJBferenzialgleichung 
270) auch noch andere Flächenfamilien umfällst. Zu dem Zwecke bringe man die Gleichung 
270) auf 0, gebe ihr also die Gestalt 

2") h> (s - *'-' ^)] - »• 

Dann labt sich der zweite Faktor der linken Seite auch in der Form schreiben 

979X dy 2 *« %M — ^Mga(tti)) , ^ ^ 

In diesem Ausdruck setze man noch zur Abkürzung 

273) y(ta) — i*(ta)ßa(!u)^ ^(ta) 

und führe also auf jeder Erzeugenden to einen Funkt X(to) ein, welcher von dem auf derselben 
Erzeugenden liegenden Punkte y^ta) der Leitkurve um das Stück X^a) entfernt ist und bei posi- 
tivem X^ta) von y^ta) aus betrachtet nach derjenigen Seite zu li^, deren Neigungsstrecke » — ea(u) 
ist, bei negativem l^ta) nach der andern Seita Diese Punkte X(u) werden daher eb^iso wie 
die Punkte y^u) eine Baumkurve bilden, welche ganz auf der Fläche liegt, und deren Gleichung 
lautet 

274) x='y{to) — ^(«)Ca(w)* 

Bei Einführung der Abkürzung 273) erhält der Ausdruck 272) die Form 
- dy . dßa dx dX 

^^^^ ä;;-^<«>^"ä;7 + ä;;'«^'^)' 

und setzt man diesen Wert wiederum in die Differenzialgleichung 271) ein, so verwandelt sie 
sich in die Gleichung 

welche sich wegen der Grundeigenschaft des äoberen Produkts (vgl. S. 5) vereinfacht zu 



276) h^-)^"'- 



Diese Differenzialgleichung, welche mit der Differenzialgleichung 270) vollkommen gleichwertig 
ist, stimmt aber ihrer Form nach genau mit der Differenzialgleichung 267) überein und lä&t 
sich auch in entsprechender Weise integrieren, denn sie wird erstens befidedigt, wenn 

-7— « 0, also 

277) x=^ const 

ist Alsdann besitzen sämtliche Geraden co » const einen gemeinsamen Punkt ^, und die Fläche ist 

eine Eegelfläche, welche übrigens, falls dieser gemeinsame Punkt im unendlichen liegen sollte, 

auch in eine Cylinderfläche ausarten kann. Die Gleichung 276) wird aber zweitens auch 

erfüllt, wenn 

dx 

db} 
278) ea{ia) ' 



vm 



4 
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ist Dann ist die Fläche wieder eine Tangentenfläche, aber ihre Gratlinie fallt nicht mehr wie 

oben mit der Leitkurve der Fläche zusammen, sondern ist die soeben eingeführte, durch die 

Gleichung 274) dargestellte Baunürurve. 

Eine neue Familie von abwickelbaren Flächen hat somit die Differenzialgleichung 270) 

nicht ergeben, und es ist daher mit den Gjlinder-, Kegel- und Tangenten -Flächen die Klasse 

der abwickelbaren Flächen wirklich erschöpft; doch gestattet die Gleichung 270) noch die 

Ableitung einer brauchbaren Differenzialgleichung aller abwickelbaren Flächen. Multipliziert 

man nämlich die Gleichung 270), um die willkürliche Funktion A(a>) zu entfernen, äuJserlich 

diu 
mit ^) so erhält man die Gleichung 



^'») ■ ■ • • hsS-"' 



welche ebenso wie die Gleichung 270) alle 3 Familien der abwickelbaren Flächen umfidst und 
daher als die Differenzialgleichung der abwickelbaren Flächen bezeichnet werden darf. 
Aber man überzeugt sich auch leicht, dals die Gleichung 279) gerade die Grundeigenschaft der 
abwickelbaren Flächen ausdrückt, dais je zwei Kachbarerzeugende in einer Ebene li^en. Denn 
ersetzt man in der Gleichung 279) die Differentialquotienten durch Differenziale und vennehrt 
noch den zweiten Faktor um ea^i schreibt also die Gleichung in der Form 

280) K(c„ + dc„)rfy]«0, 

so sagt sie aus, dals die beiden Erzeugenden mit den Neigungen Ca und Ca + &a, welche durch 
die Punkte y und y + dy der Leitkurve hindurchgehen, mit dem zwischen ihnen li^enden 
Linienelemente dy der Leitkurve in einer Ebene liegen. 



Dreizehnter Abschnitt 
WtnImaHilcheii, 

Eine Fläche, welche von einer oder mehreren geschlossenen Kurv^i begrenzt wird und 
einen kleineren Flächeninhalt besitzt als alle unendlich benachbarten Flächen, die man zwischen 
derselben Umrandung ausspannen kann, nennt man eine Minimalfläche. Es soll die Differen- 
zialgleichung der Minimalflächen aufgestellt werden. 

Um einen Ausdruck für den Inhalt der Fläche zu gevrinnen, bilde man zonächst den 
Flächeninhalt der Masche eines beliebigen Kurvennetzes d'^ to der Fläche und bestimme wie 
gewöhnlich zuerst das Feld dO dieser Masche durch äuisere Multiplikation zweier die Masche 
b^renzend^Di anstoisenden Linienelemente 

d^x =» iTH- ^* ^^^ 

d^x -= -z—do}. 
Dadaich erhält man für das Feld dO den schon oben (vgl. S. 43) entwickelten Ausdruck 

11«) ''^"[SS]''**-- 
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Aus ihm leitet man die Flächenzahl dS der Masche ab, indem man ihn (nach dem auf S. 36 
angegebenen Verfahren) mit der Stellungsstrecke des Feldes dO, d. h. mit der Neigung ey der 
Flächennormale äufserlich multipliziert. Man bekommt so für die Flächenzahl der Maische die 
Darstellung 

281) dS=L ^^ 



e. 



dd'do)^ 



und der Inhalt der ganzen Fläche wird daher ausgedrückt werden durch das Integral 



hf 



dd- U, 



dx dx 



'" d» da) 

Soll dieses Integral ein Minimum werden, so wird seine erste Variation verschwinden müssen, 
d. h. man erhält für eine Minimalfläche als notwendige, freilich im allgemeinen nicht hinreichende 
Bedingung die Gleichung 

282) dfdcofddli ^^^ 



283) 



fdo) fd»dl 



dx dx' 



= oder 



= 0. 



'^ d» diu 
Die hier unter dem Integral auftretende Variation ergiebt entwickelt: 



dx dx 
d»'d(ä 



] = [der 



dx dx 
d^äiö 



+ 



ddx dx 
~Wdiä 



]+h 



dx ddx 
'dd-'dö) 



Da aber wegen Cy— = 1 [ey\ öcy^ =» ist, dcy also auf Cy senkrecht steht und somit dem Felde 

dx dx 

^^-r— angehört, so verschwindet das erste Glied dieser Summe; und stellt man femer im 

zweiten Gliede die beiden letzten Faktoren um und ändert dafür sein Vorzeichen (vgl. S. 6), so 
nimmt die Summe die Form an 



[ 



iU 



dx dx 



V-[ 



dx ddx 



+ 



dx ddx 
d^~d(ö 



'" dd- d(ü} ["" du) dd- 

Bei Einführung dieses Wertes verwandelt sich die Bedingungsgleichung 283) für die Minimal- 
flächen in 



284) 



. . — I dio I dd" Icj 



dx ddx 



'*' dco dd^ 

Nun findet man durch partielle Integration 



+ 



fdd- fdo) \( 



dxddx 
d»~diö 



0. 






dx ddx 
dü)'d& 



dxddx 
d¥~dw 






Sx'] 



8» 

■ dxi 



dx 



do) 



dx 



wo die Glieder a und ß nur Bandvariationen enthalten, und setzt man diese Werte in die 
Gleichung 284) ein, so ergiebt sich die neue Bedingungsgleichung 



285) 



y + 



hh [(Ä 



d 
d» 


dx 


d 

da) 



— -T-e^ 



dx 
~d& 



M 



0, 



4 
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in welcher das Anfangsglied / wiederum nur von den Bandvariationen abhängt Diese Gleichung 
liefert wegen der Willkürlichkeit der Yerrückungen dx auiser der Bandbedingung y ^ die 
DifFerenzialgleichung 



286) 



dd- 



dx 
du) 



]- 



_d_ 
dw 



dx 

'da' 



0. 



Führt man in ihr die Differenziation aus, so heben sich zwei Glieder fort und man erhält 

dßy ftul [ SCy dx 



H 



= 



dd- dwj Idio d& 
oder, wenn man noch im zweiten Gliede die Faktoren umstellt, was einen Zeichenwechsel bedingt, 



287) 



dCy dx 
'Wdä) 



+ 



dx de. 



d» do) 



0. 



Diese Differenzialgleichung 287) ist dann ebenso wie die Gleichung 282), aus der sie entsprungen 
ist, eine notwendige, aber freilich im allgemeinen nicht hinreichende Bedingung dafür, dals eine 
Fläche eine Minimalfläche sei, und möge die Differenzialgleichung der Minimalflächen 
genannt werden. 

um ihre Deutung zu erleichtem, setze man für den Augenblick voraus, die Parameter 
^, (o seien Erümmungsparameter, dann wird nach S. 60 

dßy 1 dx 



199) 



1 



s» 

dey 



1 dx 







und die Differenzialgleicbang 287) verwandelt sich daher in 

r dx dx~\ 

oder, da p^^ ^on verschieden ist, in die Gleichung 

288) 

welche den Satz enthält: 

In jedem Punkte einer Minimalfläche verschwindet die Summe der beiden 
Hauptkrümmungen, oder: 

Für jeden Punkt einer Minimalfläche sind die beiden Hauptkrümmungen, 
also auch die beiden Hauptkrümmungsradien einander entgegengesetzt gleich. 

Zu derselben Deutung der DifFerenzialgleichung 287) gelangt man indes auch ohne ein 
Zurückgehen auf Erümmungsparameter. Auf S. 57 ergab sich nämlich im Falle beliebiger Para- 
meter ^, C(> für die Summe der Hauptkrümmungen einer Fläche der Wert 



— + — = 0, 



193) 



9i 



+s— 



n 



dCv dx 



d» dcj 



1 + L 



dx de. 



dd' diu 



nA 



wo n die Normalenstrecke der Fläche bedeutet (vgl. S. 38). Dieser Ausdruck wird aber in der 
That <= 0, sobald die Differenzialgleichung 287) der Minimalflächen erfüllt ist. Denn multipli- 
ziert man die Gleichung 287) äulserlich mit n^ so erhält man die Gleichung 
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^«») [»^]+[»S^]-». 

d. h. es verschwindet gerade der Zähler des Ausdrucks 193) für die Summe der Hauptkrüm- 
mungen, folglich auch diese selbst 

Aus der gewonnenen Grundeigenschaft der Minimalflächen lassen sich nun aber sofort einige 
weitere Eigenschaften folgern. So ergiebt sich unmittelbar der Satz: 

Eine jede Minimalfläche, welche nicht eben ist, besitzt ein negatives Erüm- 
mungsmafs. 

Eine weitere Folgerung wurde aus der Gleichung 288) bereits oben (vgl. S. 70) bei der 
Behandlung der AsymptotenUnien gezogen. Die dort aufgestellte Gleichung 

222) tang9-±l/— -^, 

in welcher q> den Winkel bedeutete, den eine Asymptotenlinie mit der ersten Krümmungslinie 
bildet, verwandelt sich nämlich für den Fall einer Minimalfläche wegen 288) in die Gleichung 

290) tang5p=.±l. 

Diese aber enthält den Satz: 

Die Asymptotenmaschen einer Minimalfläche sind rechtwinklig. 

Aber auch die Differenzialgleichungen der Krümmungs- und Asymptotenlinien 
erfahren für Minimalflächen bei Berücksichtigung ihrer Grundeigenschaft [Gl. 287) oder 288)] 
eine Vereinfachung. 

Um diese zu finden, beziehe man zuerst die obige zweite Form der Dififerenzialgleichung 
des Erümmungsnetzes 

198) [deydx]^0 

auf beliebige Parameter ^, oi und setze für dey und dx ihre Werte 

ein, so verwandelt sie sich in 

oder bei Ausführung der Multiplikation in die DifPerenzialgleichung 

Diese Gleichung bezieht sich noch auf eine ganz beliebige Fläche. Für Minimalflächen ver- 
schwindet nun aber zufolge der Differenzialgleichung 287) der EoSfBzient von d&dto und man 
erhält daher als 

Differenzialgleichung des Erümmungsnetzes einer Minimalfläche bezogen auf 

beliebige Parameter ^, (o 
die Gleichung: 



88 

welche man audi in der Form schreiben kann 

[der ftcl 
..., ä^ä^J 

Um zweitens auch die Differenzialgleichüng des Asymptotennetzes einer Minimalfläche 
za entwickeln, gehe man wieder von deijenigen Difierenzialgleichang des Asymptotennetzes aus, 
welche der Qleichnng 198) des Erommongsnetzes entspricht, d. L Ton der Gleidinng 

226) [Äv|d^] = 

und setze in sie für de^ und dx die Werte 291) ein. Dann erhält man die Giddiung 

[O +&*•)■ (5"'+ £*•)]-» 

oder bei Ausfuhrung der Multiplikation 

^' ■ [ÄiS]^+{[&;S]+[fe;£]K+[fe;£]^'-«- 

um aber diese Differenzialgleidiung zunächst in ähnlicher Weise wie die Differenzialgieichung 292) 
▼erein&chen zu können, führe man noch nachträglich die besondere Voraussetzung ein, daCs die 
Gleichung der Fläche nicht auf beliebige Parameter, sondern auf Erümmungspara- 
meter %^, ta bezogen sei. unter dieser Bedingung bestehen für die partiell^i Differenzial- 
quotienten Ton e^ und x nadi d- und o» die Gleichungen 

207) ^ La- . a*J 

Av ^ 1 ftr 

199) ; ** " "«■** 

Es verschwindet daher in der Diffierenzial^eichung 295) das mittlere Glied, während die beiden 
andern Glieder sidi Terein&chen. Somit eigiebt sich als 

Differenzialgieichung des Asymptotennetzes einer beliebigen Fläche bezogen 
auf Erümmungsparameter ^, oi 

die Gleichung: 



297) f 






eine Gleichong, welche das bereits oben (rgl. 8. 69) gefundene Eigebnis bestätigt, dals die 
Asrniptotenlinien nur fSr difjenigen Teile einer Fl&che reell sein könnoi, für wdche das 



» 
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Krümmungsmafs negativ oder = ist Für Minimalflächen nun vereinfacht sich wegen 288) 
die Differenzialgleichung 297) noch weiter und man erhält als 

Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer Minimalfläche bezogen auf 

Erümmungsparameter d*, w 
die Gleichung: 



298) 



\d») 






Diese Differenzialgleichung nimmt endlich eine besonders einfache Gestalt an, wenn die Krüm- 
mungsparameter ^, (o noch der Bedingungsgleichung 

-'•••■■•.■•■ m'-m 

unterworfen sind, deren geometrische Bedentang aus den Ausdrücken für die Bogenelemente der 
Farameterlinien 



300) 



d»s = 1/1^1*^* 



vm 



d^s « l/fe) *^ 



dio) 

sofort zu entnehmen ist; denn sie besagt offenbar, dafs zwei gleichen Parameterzuwüchsen dd' und 
dw auch gleich lange Bogenelemente d^s und d^aS der Farameterlinien entsprechen. Ein System 
von Parameterlinien, welches dieser Bedingung genügt, nennt man isometrisch und man kann daher 
die Gleichung 299) als die Differenzialgleichung isometrischer Parameterlinien bezeichnen. 
In dem vorliegenden Falle würde also die Gleichung der Fläche x « x^^^ «) unter Voraussetzung 
der Gleichung 299) auf isometrische Erümmungsparameter bezogen sein. Alsdann erhält 
man an Stelle von 298) als 

Differenzialgleichung des Asymptotennetzes einer Minimalfläche bezogen auf 

isometrische Erümmungsparameter 
die Gleichung 

301) fS' = 1 oder 



303) 



302) dw = +d», 

deren Integration ergiebt 

\w, ■= y, — *,. 

Diese Gleichungen aber enthalten den Satz: 

Überspinnt man eine Minimalfläche mit einem Netze isometrischer Erümmungs- 
linien, so ist sein Diagonalnetz das Asymptotennetz der Fläche, 

ein Ergebnis, das sich durch geometrische Schlüsse leicht bestätigen lä&t 

Halle a/S., den 20. März 1893. 

Hermann (l^rafsmann. 
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